Ueber die Anwendung der Abelschen Functionen
in der Geometrie.

(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.)

Die Anwendungen, welche die elliptischen Functionen in der Geometrie bisher
gefunden haben, sind, obwohl auf ganz wenige unter den moglichen Fillen
beschrankt, dennoch schon zahlreich genug, um den allgemeinen Charakter der-
selben hervortreten zu lassen. Alle diese Anwendungen gehen von der Theilung
aus, und zeigen, wie die Losungen von gewissen in der Geometrie auftretenden
algebraischen Gleichungen mit Hiilfe der Theilung der elliptischen Functionen
einfach dargestellt werden kénnen. Dies ist um so mehr werth, als jene Gle-
ichungen selbst ihrer verwickelten Form wegen im Allgemeinen sehr schwer
aufzustellen sind; nicht minder aber deswegen, weil die eigenthiimlichen Beziehun-
gen und Gruppirungen der Wurzeln unter einander dabei aufs klarste her-
vortreten. Dass Steiner in so vielen Féallen diesen Beziehungen nachzugehen
gewusst hat, und dass viele von ihm geléste Probleme durch die Theorie der
elliptischen Functionen erst ihre wahre analytische Ausdrucksweise finden, ist
nicht die geringste der merkwiirdigen Thatsachen, welche uns bei dem Studium
der Schriften dieses grossen Geometers mit stets wachsender Bewunderung er-
fiillen.

Aehnliche Anwendungen der Theorie der Abelschen Functionen vorzufiihren,
ist der Zweck des gegenwértigen Aufsatzes; und ich glaube, dass die darzulegen-
den wenigen Principien dazu dienen koénnen, das Studium der algebraischen Cur-
ven in vieler Beziehung zu erleichtern. Dass solche Anwendungen bisher nicht
versucht sind, obgleich wir seit sechs Jahren Riemanns Theorie dieser Functio-
nen besitzen, ist ohne Zweifel grossentheils den Schwierigkeiten zuzuschreiben,
welche dem Verstdndnisse der betreffenden Abhandlungen noch immer entge-
genstehen, und welche auch durch die neueren Bemiihungen jiingerer Mathe-
matiker nicht ganz gehoben sind. Ein anderer Grund liegt darin, dass man bei
diesen Anwendungen zu derjenigen Anschauungsweise der Natur dieser Functio-
nen zuriickkehren muss, welche Jacobi im 9% und 13" Bande dieses Journals
aufgestellt hat, und welche sich bei Herrn Riemann durch eine andere ersetzt
findet, obwohl fiir den Uebergang

zu der Jacobischen Anschauungsweise das néthige Material gegeben ist. Man
kann sagen, dass bei Jacobi die gegenseitige Abhéngigkeit zweier Reihen von gle-
ich viel Variabeln in den Vordergrund tritt, wihrend es sich bei Herrn Riemann
vorzugsweise um eine Reihenentwicklung handelt. Ich werde im Folgenden im-
mer von der Vorstellungsweise, wie Jacobi sie benutzt, Gebrauch machen. Die
von der Theorie der Abelschen Functionen gemachten Ausfithrungen (von Herrn
C. Neumann®) und Herrn Prym**)), scheinen sogar zu zeigen, dass dieser Ja-
cobische Standpunkt den nothwendigen Dnrchgangspunkt bildet, und dass alle
Entwicklungen zuerst in der von Jacobi vorausgesagten Form auftreten, selbst
wenn man, wie Herr Prym thut, dieselbe zu vermeiden bestrebt ist.

Die geometrischen Anwendungen dieser Theorie, welche im Folgenden ange-
bahnt werden, sind so zahlreich, dass ich nur einige Félle ndher auszufiihren



versucht habe. Diese Ausfiilhrungen beziehen sich namentlich auf die Theo-
rie der ebenen Curven vierter Ordnung und enthalten unter anderen eine Lo-
sung des Problems der Doppeltangenten, welche sich durch eine aus der Natur
der Sache fliessende iibersichtliche Gruppirung dieser merkwiirdigen Geraden
empfiehlt. Dabei ergeben sich fast von selbst eine Reihe von Sétzen, welche
Hesse und Steiner im 49" Bande dieses Journals angegeben haben, und auf
welche Hesse seine elegante Deutung der zwischen den 28 Doppeltangenten ein-
tretenden Beziehungen durch die Verbindungslinien von 8 Punkten im Raume
gegriindet hat. Es liegt in der Natur der hier angewandten Methoden, dass alle
diese Sétze als ganz specielle Félle von anderen, sehr allgemeinen, erscheinen,
welche nicht bloss fiir ebene Curven beliebiger Ordnung, sondern auch fiir alle
doppelt gekrimmten Curven in gleicher Weise ihr Geltung behalten.

§. 1.

Zusammenhang einer Curve n*** Ordnung mit einer Classe
von Abelschen Integralen.

Jede algebraische Gleichung F'(s, z) = 0, vermoge deren s als Function von z bes-
timmt ist, begriindet nach Herrn Riemann eine Classe von Abelschen Integralen.
Aus den tiberall endlich bleibenden Integralen, welche man dabei erhélt, setzen
sich die Argumente von #-Functionen auf lineare Weise zusammen. Nimmt man
die p Argumente einer #-Function als bekannt an,

*) Die Umkehrung der Abelschen Integrale, Halle 1863.

**) Theoria nova ff. ultraellipticarum, Diss. Berlin 1863.

so entsprechen denselben p Werthe von z, welche die oberen Grenzen der
constituirenden Integrale bilden; und dieselben, oder irgend welche algebraische
Functionen derselben, bestimmen sich als Wurzeln einer Gleichung p*** Grades,
deren Coeflicienten sich aus #-Functionen rational zusammensetzen. Die Zahl p
wird mit Hiilfe der Formel

w
—— —(n—1)"
p=5—(n-1)
gefunden; dabei ist n der Grad, bis zu welchem s in der gegebenen Gleichung
ansteigt, w aber die Zahl der Werthsysteme, fiir welche F’(s) = 0, ohne dass
F'(z) = 0. Dabei wird vorausgesetzt, dass fiir diejenigen Werthsysteme, wo
F'(s) =0 und F'(z) = 0, nicht F"'(ss).F"(22) — F"(s2)? = 0 sei.

Herr Riemann legt die Gleichung F'(s,z) = 0 zu Grunde in der Form,
dass, wenn man die Gleichung nach Potenzen von s ordnet, jeder Coefficient
von gleich hoher Ordnung fir z sei. Fiir die geometrische Anwendung ist
es zweckmaéssig, eine andere Form als allgemeine Grundform zu betrachten,
171 + G2 + a3T3 ...

fur z,
bll'l + bz.’EQ + b31’3

fiir s in eine homogene Function n** Ordnung der drei

namlich diejenige, welche durch Substitution von —
o + oo + 33
Brx1 + Bawa + Baxs




Veranderlichen x1, x2, x3 libergefiihrt werden kann, wo die a, b, a;, 8 beliebige
Constante bezeichnen.
Sei die so entstehende Gleichung

f(l’1,$2,$3) :0 (1)

die Gleichung einer Curve n'e

die Form

Ordnung. Die Reduction dieser Gleichung auf

F(s,2)=0 (2.)
mit Hiilfe der Gleichungen

(3.)

(alxl + a9 —+ CL3I3) =+ z(blxl + bQIQ + 63583) = 0,
(171 + a2m2 + azzs) + s(Biz1 + Paza + Baz3) =0

entspricht dann der Darstellung der Curve als Durchschnitt entsprechender
Strahlen der Biischel (3.), in denen s, z die verdnderlichen Parameter bilden.
Untersuchen wir, wie gross die Zahl w hienach wird.

Wenn F’s = 0, ohne dass F'z = 0, so hat die Gleichung z zwei gleiche
Whurzeln; zwei aufeinanderfolgenden Strahlen des ersten Biischels entspricht

*) Band 54 dieses Journals p. 129.

einer des zweiten. Mit anderen Worten, ein Strahl des zweiten Biischels
wird Tangente der Curve. Der Fall F”s = 0, F"’s = 0 etc. ist leicht zu
beriicksichtigen; die Tangente beriihrt dann in héherer Ordnung. Aber dies
kann nur fir besondere Werthe der a, b, «, 3 eintreten.

Wenn F’(s) = 0 und F’(z) = 0, so ist auch

of _ 9 _ of _
(93?1 B O’ &rg N 0, 8373 =0

die Curve hat dann einen Doppelpunkt. Dass die Bedingung
F'"(s5).F"(22) — F"(52)? = 0

ausgeschlossen ist, bedeutet, dass kein Doppelpunkt ein Riickkehrspunkt werden
solle™).

Ist also die Zahl der Doppelpunkte gleich d, so hat man nach einer bekannten
Formel fiir die Zahl der Tangenten,

w=mn.(n—1)—2d.

Daher ( 1( 2)
n—1)(n—
p=—— — d. (4.)
Dieses ist also die Zahl, welche die Classe der zu einer Curve n'** Ordnung
gehorigen Abelschen Functionen angiebt.
So entsprechen die elliptischen Functionen (p = 1) den allgemeinen Curven

dritter Ordnung, den Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten etc.;



die erste Classe der Abelschen Transcendenten den Curven vierter Ordnung mit
einem Doppelpunkt, oder denen fiinfter Ordnung mit vier Doppelpunkten etc.;
die folgende Classe (p = 3) den allgemeinen Curven vierter Ordnung etc.

Nach der Theorie der Abelschen Functionen findet man z mit Hiilfe einer
Gleichung p**" Grades durch 6-Functionen ausgedriickt. Die erste Gleichung
(3.) lehrt also, wenn die p Argumente der 6 als bekannt vorausgesetzt wer-
den, eine lineare Relation zwischen den Coordinaten eines Punktes kennen; das
zu z gehorige s, dessen Ausdruck man aus dem von z und aus seinen nach
den Argumenten der §-Functionen genommenen Differentialquotienten ableitet,
liefert eine zweite, und man kann endlich die Coordinaten einer Curve so durch
f-Functionen ausdriicken, wobei, neben der allgemeinen Theorie der

*) Diese Beschrankung lasst sich, wie es scheint, autheben, indem man fest-
setzt, dass fiir jeden Riickkehrpunkt zugleich die Zahl der Tangenten um eine
vermehrt werden solle.

betreffenden Abelschen Functionen, nur die Auflésung einer einzigen Gle-
ichung p**® Grades gefordert wird.

Die iiberall endlichen Integrale, aus denen die Argumente der #-Functionen
sich zusammensetzen, kann man nach Riemann (a. a. O. pag. 131.) und mit
Hiilfe der Gleichungen

$2d$3—-$3d$2 $3d$1—-x1d$3 xldxg——xgdxl

o  — or O
0x1 0xo Oz
in die Form bringen:
/P@. afE]i:Q;?d$3 af7
Clg— teo7—t+c3—

6$1 6$2 6x3

wobei © eine ganze homogene Function der Ordnung n — 3 ist, welche fir die
Doppelpunkte der Curve verschwindet, und wo zwischen den x die Gleichung
f = 0 bestehend angesehen wird. Die ¢, welche der Symmetrie wegen eingefithrt
sind (vergl. Aronhold, Monatsber. der Berl. Acad., Sitzung vom 25. April
1861), haben auf das Integral gar keinen Einfluss, indem die Grosse unter dem
Integralzeichen in Wahrheit von denselben unabhéingig ist. Die zweckmaéssige
Wahl der unteren Grenzen so wie der in den © auftretenden Coefficienten hat
Herr Riemann gelehrt; ich werde beides so voraussetzen, wie es in der zweiten
Abtheilung der angefithrten Abhandlung gegeben ist.

8. 2.

Anwendung des Abelschen Satzes auf den Durchschnitt
zweier Curven.

Der Abelsche Satz (Band 4 pag. 200 dieses Journals) kann nun, mit Zugrun-
delegung homogener Gleichungen statt der von Abel benutzten, in einer Weise



ausgesprochen werden, welche wichtige Folgerungen gestattet. Ich werde den
Beweis hinzufiigen, wie derselbe sich bei der angegebenen Modification gestal-
tet.

Es sei f = 0 die Gleichung einer Curve n*** Ordnung, ¢ = 0 die einer anderen
Curve m'®* Ordnung. Es sei ferner © eine beliebige rationale homogene Function
(n — 3)*" Ordnung. Betrachten wir die Summe

E:l:cll‘gdxg
sJorar i o
18 T 28 T2 38333

ausgedehnt iiber alle diejenigen Punkte als obere Grenzen der Integrale,
welche das Schnittsystem von f = 0, ¢ = 0 bilden.

Unter dem Integralzeichen geniigen die x keineswegs der Gleichung ¢ = 0,
sofern dieselbe eine bestimmte Curve reprasentirt; aber wir kdnnen die Gle-
ichung ¢ = 0 bestehend annehmen, indem wir ihre Coefficienten als Variable
einfithren, welchen erst in den Grenzen die betreffenden gegebenen Werthe
beizulegen sind.

Mul‘g?licairt man nun unter dem Integralzeichen Zihler und Nenner mit
Y+ ki— Dig D3
Determinante:

wo die k beliebige Grossen sind, so findet man im Zahler die

Zkici, Ek‘,l‘z, Ek d.Tz
of of 6‘f

X 1 ) by i ’ d T
¢ axi v %xi %.”L'Z il
14 14
Ye; Y, , X dx;
“ 33:1 v ox; ox; v

Von den Elementen dieser Determinante verschwinden drei; das letzte wird gle-
ich —d¢, wenn d¢ dasjenige bedeutet, was aus ¢ durch Differentiation der Co-
efficienten entsteht; und man hat endlich als Werth der Determinante:

0
i .
“ 83&1

i 690)

so dass die gesuchte Summe iibergeht in

o. Yk;x; S
w1 OF 007
16352 31’3

Hier sind jetzt die Incremente der einzelnen Coefficienten von ¢ in rationale
Functionen der Coordinaten der verschiedenen Punkte multiplicirt, welche den
Gleichungen f = 0, ¢ = 0 zusammen geniigen. Sdmmtliche Punkte kommen
in diesen Functionen symmetrisch vor; man kann dieselben daher als rationale
Functionen der Coefficienten von f und ¢ darstellen; und indem man nach
letzteren integrirt, erhdlt man, neben rationalen Functionen der Coefficienten
nur logarithmische und Kreisfunctionen von solchen. Dies ist der Abelsche Satz.



Bemerken wir nun insbesondere, dass, wenn © zugleich eine ganze Func-
tion ist, die Summe der unter dem Integralzeichen stehenden Functionen immer
verschwindet. Indem man nimlich das von Jacobi (Band 14 dieses

Journals p. 286) ausgesprochene Theorem auf homogene Gleichungen an-
wendet, und zugleich bemerkt, dass, wenn f =0, ¢ = 0, auch:

of dp Of d¢  Of dp  Of Op  Of Op  Of Oy
81‘2 85(}3 8.1‘3 81‘2 o 85(}3 8301 81‘1 8333 o 8301 8$2 8332 8.%‘1
a1 a 9 B 3 ’

so erhilt man die Formel:

Q(k‘ll‘l + koxo + k‘3l‘3)

af dp

) =0,

wo () eine ganze homogene Function der Ordnung m + n — 3 ist, und wo die
Summe sich auf alle Werthsysteme bezieht, welche den Gleichungen f = 0,
i = 0 gleichzeitig geniigen. Da nun ©.J¢ von der Form €2 ist, sobald ©, welches
von der (n—3)%*" Ordnung war, eine ganze Function bedeutet, so wird die obige
Integralsumme dann constant, d. h. von den Coefficienten von ¢ unabhéngig
Man hat also folgenden Satz:
Bedeutet f = 0 die Gleichung einer Curve n**" Ordnung, und wird das

Integral
/9 E:l:cl.%‘g d.’l?g
0 0 of’
Cli+ 27f+0 !

8.1'1 ¢ 8.1'2 38$3

in welchem © eine homogene Function (n — 3)'" Ordnung ist, so gebildet,
dass man die x durch die Gleichung f = 0 von einander abhdngig macht, so
ist die Summe aller Werthe des Integrals fir die Schnittpunkte von f = 0
mit einer anderen Curve ¢ = 0 (m'" Ordnung) als Aggregat von rationalen
und von Logarithmen rationaler Functionen der Coefficienten von  darstellbar;
insbesondere aber ist diese Summe von den Coefficienten von ¢ unabhdngig,
sobald © zugleich eine ganze Function ist.

—1ln-2
Da O, wenn es eine ganze Function ist, noch D772 Gillkiirliche Coet-

ficienten enthélt, so erhélt man hieraus ebensoviel einzelne Gleichungen, welche
n—1ln—2
Summen von mn Integralen Constanten gleich geben. Diese ——— Gle-
ichungen enthalten in keiner Weise die Coeflicienten von ¢; sie sind daher iiber-
haupt die Bedingungen dafiir, dass mn Punkte einer Curve n** Ordnung auf

einer Curve m'®* Ordnung liegen. Ist m = n, so ist bekanntlich die Anzahl
—1ln—-2
der hierzu erforderlichen Bedingungen genau gleich n-on— e *): ist aber

m kleiner als n, so ist die Anzahl der erforderlichen Bedingungen:

_m.m+3

mn 5 ,



und da

m.m + 3 n—1n-—2 n—m-1ln—m—2
mn — — — ,
2 2 2

so ist auch noch fiir m = n—1, m = n—2 die Anzahl der erhaltenen Gleichungen
der Anzahl der erforderlichen Bedingungen gleich. Ist m < n—2, so wird die Zahl
der Bedingungsgleichungen grosser; dieselben kénnen aber nicht aufhéren mit
einander vertraglich zu sein, und die hinreichende Anzahl von Bestimmungen
zu ersetzen.

Wenn die betrachtete Curve keinen Doppelpunkt besitzt, also im Allge-
meinen, bestehen die durch das Theorem gegebenen Gleichungen nur zwischen
iiberall endlich bleibenden Integralen, wie sie bei der Bildung der Argumente
der ©-Functionen gebraucht werden. Dieser allgemeine Fall soll zunéchst be-
handelt werden. Existiren Doppelpunkte, so sind in ebensoviel Gleichungen die
Integrale nicht mehr unter diese Categorie gehorig.

§. 3.

Bestimmung der Constanten des Abelschen Satzes, und
Umkehrung des Satzes iiber die Schnittpunkte algebrais-
cher Curven.

Setzen wir im Folgenden voraus, die Curve besitze keinen Doppelpunkt. Aus
diesem Fall kénnen alle anderen als specielle abgeleitet werden. Wir haben
n—1ln—2

5 ; die iiberall endlich bleibenden Integrale bezeichnen wir durch

p:
Ui, Uug, Up,

und unterscheiden das verschiedenen Punkten angehorige durch obere Indices.
Die u sollen so bestimmt sein, wie sie Herr Riemann zur Bildung der Argu-
mente der f-Functionen verwendet; dadurch sind einerseits die unteren Grenzen
bestimmt, andererseits ist festgesetzt, welche Verdnderungen die v durch Aen-
derung des Integrationsweges erfahren, dass sie ndmlich bei gleichbleibender
oberer Grenze dadurch nur iibergefiihrt werden kénnen in

*) Jacobi, dieses Journal Band 15. pag. 285.

das System:

U1+A1, ’U,2+A2, ’U,p-l-Ap,

wo, wie immer im Folgenden, die A ein System der Form

Ar = myim 4+ anqr + a12q2 + -+ GipGp,

Ay = moim + ag1q1 + a22q2 + -+ + azpqp,

Ap = mpim + apiq1 + ap2g2 + -+ appp



bezeichnen. In diesen Ausdriicken sind die a durch die Curvengleichung gegeben,
die m, q aber bedeuten ganze Zahlen.
Die Gleichungen des Theorems gehen dann in folgende Form iiber:

i+ ut? (™ =

U,2 + qu) 4t ugnn) =,

(6.)

w, +ul?) 4 ulm =y,

Da die Curve m'*" Ordnung aus m Geraden bestehen kann, so muss man jede

dieser Gleichungen dadurch bilden kénnen, dass man die m entsprechenden

Gleichungen addirt, welche fiir m = 1 bestehen. Man hat daher, wenn ¢y, co,
. ¢p die zu m = 1 gehorigen Constanten 7 bedeuten, sogleich

Y1 =mci, Y2 =MmC, ... Yp=MCp.

Die Constanten c¢ sind dann nicht blos von den Coefficienten sondern auch von
dem Grade der Curve ¢ = 0 unabhingig. Ich werde jetzt zeigen, dass die c
sammtlich gleich Null gesetzt werden kénnen.

Hiezu fithrt die Betrachtung des Falles m = n—3. Herr Riemann ndmlich hat
a. a. O. p. 148 bewiesen, dass ein System der obigen Art congruent mit lauter
Nullen ist, sobald es ausgedehnt wird tiber die gemeinschaftlichen Lésungen von
f = 0 mit denjenigen Gleichungen, deren linker Theil aus den Z&hlern der in
den u integrirten Functionen linear zusammengesetzt ist, etwaige Doppelpunkte
ausgeschlossen, welche hier von vorn herein nicht vorkommen. Nun ist eine
lineare Function der Zahler der integrirten Ausdriicke eine allgemeine homogene
Function (n — 3)*" Ordnung (0); fiir m = n — 3 ist also (n — 3)¢, = 0, also
immer ¢, = 0. Man hat daher folgenden Satz:

Bildet man die dberall endlichen Integrale mit den von Herrn Riemann
angegebenen unteren Grenzen, und bildet die Summen solcher Integrale

fur die Durchschnittspunkte der Curve f = 0 mit einer anderen, so ist
das System der erhaltenen Integralsummen jederzeit einem System von Nullen
congruent.

Dieser Satz gestattet die Umkehrung und lautet dann so:

Sobald die Summen der tber m.n Punkte ausgedehnten tiberall endlichen
Integrale Null sind, liegen die m.n Punkte im Durchschnitt einer Curve m®e"
Ordnung mit der Curve n*®" Ordnung.

Die Differentialgleichungen némlich:

duy + du?) + e+ dugmn) =0,
du§? + du§? + -+ dud™™ =0,

dulV + dul? + - + dul"™™ =0

werden durch p algebraische Gleichungen, welche der Abelsche Satz giebt, voll-
stdndig integrirt. Die p Integrale enthalten p willkiirliche Constanten. Da die



Differentialgleichungen ferner durch solche algebraische Gleichungen integrirt
werden, welche aussagen, dass die mn Punkte auf einer Curve m'* Ordnung
liegen, so miissen diese letzteren aus jenen durch eine specielle Wahl der willkiir-
lichen Constanten ableitbar sein, und wenn man solche Werthe der Constan-
ten festhélt, so miissen die algebraischen Integrale eben jene Gestalt haben,
in welcher sie die mn Punkte als den Durchschnittspunkt einer Curve mb'e"
Ordnung mit der gegebenen charakterisiren. Die erforderliche Constantenbes-
timmung ist aber oben geleistet worden.

§. 4.

Beriihrungscurven, welche durch eine Anzahl auf der Curve
gegebener Punkte bestimmt sind.

Mit Hiilfe der entwickelten Sétze ergiebt sich leicht die Losung folgender Auf-
gabe:

Es seim = n—2; auf der Curve n'®" Ordnung sind mn — pr Punkte beliebig
gegeben; man soll durch sie eine Curve m*" Ordnung legen, welche die Curve
n'®" Ordnung in p Punkten r-punktig berihrt.

Diese Aufgabe ist losbar, wenn m = n — 2. Sie ist auch bestimmt, wenn
m =n— 2 oder m =n — 1. Denn in beiden Féllen ist die Anzahl der gestellten
Bedingungen, namlich mn — pr 4+ p(r — 1) gleich der Zahl der in der Curvengle-
ichung enthaltenen Constanten. Ist m = n, so ist die Zahl der Bedingungsgle-
ichungen (mn — p) nach einem bereits erwéhnten Satze eben ausreichend

um das Punktsystem zu bestimmen, welches die Curve m'** Ordnung mit der

Curve n'*"* Ordnung gemein haben muss; aber es erfiillt sodann die gestellten
Bedingungen jede Curve m'®® Ordnung, welche durch die gefundenen Punkte
hindurchgeht.

Setzen wir der Kiirze wegen mn — pr = A. Von den Schnittpunkten beider
Curven sind dann A gegeben, von den iibrigen pr sollen je r zusammenfallen. Die
Summen entsprechender Integrale, welche den gesuchten Beriihrungspunkten
zugehoren, seien vq, vz, ... vp; die Gleichungen (6.) nehmen dann die Gestalt
an:

roy = —(uf +uf? + -+ uM),
(2)

rvg = —(uh +uf” + -+ udV),
rvp = —(u, +ul? + -+ ulV).

Die rechten Theile dieser Congruenzen sind gegeben; durch Division mit 7 findet
man, indem man der Allgemeinheit wegen rechts ein willkiirliches System der



A, durch r dividirt, hinzufiigt:

N C R c

vlz—u1+u1 + + uy +71,

r r

e a4
*= r r’ (7.)

(2) (N
U, +up .+t u A
v, = ——L—" L 2

r T

Bildet man jetzt die 6, deren Argumente eben diese v sind, und die zugehorige
Gleichung p**® Grades, so findet man durch Auflésung die p Punkte, welche in
den v als obere Grenzen vorkommen, d. h. die p Beriithrungspunkte, wodurch
die Aufgabe gelost ist.

Die A enthalten die 2p Zahlen m, ¢, denen noch alle Werthe von 0 bis r — 1
beigelegt werden konnen. Die Anzahl aller Losungen des Problems ist daher
rep,

Die 2P Systeme von je p Beriihrungspunkten haben eine sehr merkwiirdige
Lage gegen einander. Unterscheidet man r solcher Systeme, von denen auch
mehrere gruppenweise zusammenfallen kénnen, durch beigesetzte obere Indices,
und addirt die entsprechenden Gleichungen (7.), so erhdlt man

firk=1,2,...p:

S AD + AP+ AV
o) ) gl g = S E(8)

v,gl) +v,(€2)

Bestimmt man also die in den A vorkommenden Zahlen m, ¢ so, dass

(9.)

{ml(cl) + ml(f) 4t ml(:) 0 (mod. ),
gV g+ 44 =0 (mod. r),

so kann man statt der rechten Seite von (8.) Null setzen, und es findet sich
also, dass die r Systeme von Beriihrungspunkten mit den gegebenen Punkten in
einer Curve m'®* Ordnung liegen. Aus (9.) sieht man, dass von den r Systemen
r — 1 beliebig gewihlt werden kénnen, wodurch dann das r% sich bestimmt; und
man hat also den Satz:

Legt man eine Curve m**” Ordnung durch die gegebenen Punkte und durch
r — 1 Systeme von Beriihrungspunkten, so geht dieselbe noch durch ein rt¢
System. Von ersteren konnen mehrere gruppenweise zusammenfallen; es kann
aber auch geschehen, dass letzteres mit einem der ersteren zusammenfallt; was
insbesondere bei r = 2 immer eintritt.

Es braucht kaum erwiahnt zu werden, dass, wenn p Systeme zusammenfallen,
in den Punkten des Systems die neue Curve mit der gegebenen eine pu-punktige
Beriihrung hat.
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8. 5.

Systeme von Beriihrungscurven, welche durch feste Punkte
der Curve gehen.

Lassen wir in dem vorigen Problem von den gegebenen Punkten, deren Anzahl
grosser als u.r vorausgesetzt werden mag, pu mal r Punkte zusammenfallen.
Nehmen wir sodann nur die tibrigen mn — (p + u)r Punkte als gegeben an. Wir
haben es dann mit der unbestimmten Aufgabe zu thun:

Eine Curve m'" Ordnung soll durch mn — (p + u)r auf einer Curve n
Ordnung gegebene Punkte gehen, und diese Curve ausserdem in p + p Punkten
r-punktig beriihren.

Diese Aufgabe ist, wenn m = n — 2, wie die vorige 16sbar, und zwar sind
Beriihrungspunkte noch willkiirlich, die p tibrigen aber dann bestimmt. Durch
die gegebenen mn — (p+ p)r Punkte lassen sich also noch unendlich viele Curven
der gesuchten Art legen; wenn p Berithrungspunkte willkiirlich gewéhlt sind,
noch immer 27,

Herr Hesse hat den Begriff eines Systems von Beriihrungscurven eingefiihrt
(Band 49 dieses Journals) und fiir die Theorie der Curven dritter und vierter
Ordnung davon mannigfachen Gebrauch gemacht. Geht man némlich von einer
bestimmten Berithrungscurve aus, und lasst dieselbe sich stetig verdndern, so
durchlaufen die Beriihrungspunkte allmélig alle nur moéglichen Combinatio-
nen. Aber es ist keineswegs moglich, durch solche stetige Verdnderung zu allen
Beriihrungscurven zu gelangen; sondern man muss zu diesem Zwecke diejenigen
Beriihrungscurven, welche eine moglichst grosse Anzahl von beliebig gewahlten
Beriihrungspunkten gemeinsam haben, gleichzeitig variiren lassen. Aus jeder
dieser Curven entsteht dann ein System von Beriihrungscurven, deren keines
mit einem anderen eine Curve gemein hat.

Man bemerkt nun, dass die verschiedenen Systeme von Beriihrungscurven
bei der vorliegenden Darstellung durch ein sehr einfaches Kennzeichen charak-
terisirt sind. Jedem System entspricht nédmlich ein bestimmtes System der A;
denn diese Systeme sind vollig discret, und es kann daher niemals geschehen,
dass man von einer Curve, welche einem System der A entspricht, zu Cur-
ven welche einem anderen System entsprechen, einen stetigen Uebergang durch
lauter Beriithrungscurven hindurch herstelle. Man darf daher folgenden Satz
aussprechen:

Man kann unendlich viele Curven m*" Ordnung, wenn m 2 n — 2, bestim-
—1n—2
Ordnung in % + pu Punkten r-punktig

ter

men, welche eine Curve n'e"

beriihren, wdhrend der Rest der Schnittpunkte gegeben ist. Diese Curven theilen
sich in r?P verschiedene Systeme ein, dergestalt dass es nicht mdoglich ist, von
einer Curve eines Systems durch lauter Berihrungscurven hindurch zu einer
Curve eines anderen Systems stetig iberzugehen.

Bezeichnen wir nun die den p + p Berithrungspunkten entsprechenden Inte-
grale durch

o, W@, W,

11



die Summen der den festen Punkten entsprechenden Integrale durch Uy, so

haben wir: U+ A
Ui +
Betrachten wir jetzt » Curven desselben Systems, und addiren die entsprechen-
den Gleichungen, was links durch das Zeichen S angedeutet werden mag,
so kommt:

S(w,(fl) + w,(f) +o+wPy =

d. h.

Die Bertihrungspunkte von irgend r Bertihrungscurven desselben Systems
liegen jederzeit auf einer Curve m*™ Ordnung, welche durch die gegebenen festen
Punkte hindurchgeht.

Ausserdem hat man, wie im vorigen §., den Satz:

Legt man eine Curve m'®” Ordnung durch die gegebenen Punkte und durch r—
1 Systeme von je p + u Berihrungspunkten, welche gleichen oder verschiedenen
Systemen von Berihrungscurven angehéren, so geht dieselbe immer noch durch
ein vt System.

Der vorige Satz kann als specieller Fall dieses letzteren aufgefasst werden,
und fiir » = 2, bei tiberall zweipunktiger Beriihrung, geht dieser geradezu in
jenen {iiber.

8. 6.

Systeme von Curven, welche die gegebene Curve in einer
gewissen Ordnung beriihren, wo sie derselben begegnen.

Wenn mn durch r theilbar ist, so treten insbesondere Beriithrungscurven auf,
wie diejenigen, welche Herr Hesse a. a. O. untersucht hat, welche die Curve
n'* Ordnung iiberall r-punktig beriihren, wo sie derselben begegnen. Es ist
dann mn = (p + p)r; die entstehenden Systeme sind allein von der Curve nt®*
Ordnung selbst abhéngig, nicht mehr, wie im vorigen, ausserdem durch beson-
dere auf ihr beliebig gewéhlte Punkte charakterisirt. Die tibrigen im vorigen §.
angefithrten Sétze fahren hier fort zu gelten; aber die Anzahl der Systeme kann
unter Umsténden eine andere werden als die oben angegebene.

Nehmen wir ndmlich an, es habe m mit r einen gemeinschaftlichen Factor,
so dass

m=m's, r=r's,

wo m’, r’ relative Primzahlen seien. So oft nun alle in den A vorkommende
Zahlen m, g den Factor s enthalten, hat man

Ar _ A

r r’

12



wo die A’ Ausdriicke nach Art der A sind. Dann ist immer, wenn fiir die

Beriihrungspunkte die betreffenden Integrale durch u,(:), u,(f), u,(c%) =

()
Uy
bezeichnet werden:

m/n
7

1 2 AI
u +ulP oy ke

70

r

d. h. das System von Beriihrungscurven besteht in Wahrheit aus Curven der
Ordnung m/, welche die gegebene Curve tiberall r’-punktig beriihren, und welche,
s mal gezahlt, als Systeme m'" Ordnung mit r-punktiger Beriihrung angesehen
werden koénnen. Indem man von diesen abstrahirt, und bemerkt, dass diese
Ausnahmsysteme der A an der Zahl /%P sind, gelangt man zu dem Satz:

Wenn mn = (p+ p)r, m 2 n — 2, so giebt es Systeme von Curven m
Ordnung, welche die Curve n*®" Ordnung in p + p Punkten r-punktig beriihren,
von denen u beliebig sind. Ist m = m's, r = 1's, wo m’, ' relative Primzahlen,
so ist die Anzahl der Systeme r?P —r'?P; nur wenn m und r relative Primzahlen
sind, ist die Anzahl derselben gleich r2P.

Hieran kniipft sich eine Anzahl weiterer Satze iiber diejenigen Félle, in denen
die Berithrungspunkte mehrerer Beriithrungscurven zusammen den vollstandigen
Durchschnitt der Curve n'®® Ordnung mit einer anderen Curve bilden. Solche
Satze existiren auch noch, wenn man nicht Berithrungscurven gleicher Ordnung
betrachtet. Es ist ndmlich, wenn m/, ©/; m”, ”; ... m®), #(5) die den ver-
schiedenen zusammen betrachteten Beriihrungscurven entsprechenden Zahlen
bezeichnen, und wenn die zugehorigen Systeme der A in dhnlicher Weise beze-
ichnet werden, nur nothig, dass

ter

mm ()

7+7+...+m:

eine ganze Zahl ist, und dass die Gleichungen stattfinden:

A A ALY _
ottty =0
damit die Beriithrungspunkte der Curven von den Ordnungen m/, m”, ... m(#

auf einer Curve der h*" Ordnung liegen.
Ich begniige mich diese Quelle von Sétzen hier angegeben zu haben.

§. 7.

Beriihrung einer Curve vierter Ordnung durch Curven drit-
ter Ordnung, vierpunktig in drei Punkten; und Beriihrung
einer Curve sechster Ordnung durch Curven fiinfter Ord-
nung, dreipunktig in 10 Punkten.

Die im Vorigen behandelten Probleme sind wesentlich unbestimmt. Es giebt
aber Classen von vollig bestimmten Berithrungscurven. Fiir m = n treten

13



. . . m p . .
dieselben immer ein, wenn mn = pr, oder — = =. Hat nun n nicht die Form

roon
4h + 2, so haben p und n keinen gemeinschaftlichen Factor; man hat daher als
allgemeinste Annahme m = p.s, r = n.s. Nur wenn n die Form 4h + 2 hat,
haben p und s den gemeinsamen Factor 2. In diesem Falle muss man daher

n
setzen m = 56T =58 Und verbindet man dies mit den Bestimmungen des

vorigen §., so ergiebt sich folgender Satz:

Ist s eine beliebige Zahl, und n nicht von der Form 4h + 2, so giebt es
immer n?P(s* — 1) Curven der Ordnung p.s, welche die Curve n**" Ordnung in
p Punkten n.s-punktig beriihren. Ist dagegen m von der Form 4h + 2, so giebt
es (3n)?.(s?* — 1) Curven der Ordnung ip.s, welche die Curve n'*" Ordnung
in p Punkten %n.s—punktig beriihren.

Dieser Satz muss scheinbar zwei Ausnahmen erfahren, bei s =1 und n = 4
oder n = 6, weil in diesen Fallen m < n wird. Aber in beiden Féllen ist der
Satz dennoch richtig, wovon man sich in folgender Weise tiberzeugt. Die Anzahl

mn
von Bedingungen, welchen eine in — Punkten r-punktig beriihrende Curve
T

mn
unterworfen ist, findet man gleich — (r — 1). Damit hiedurch die Curve m®*
T

Ordnung (m < n) vollstiandig bestimmt sei, muss man die Gleichung haben:

mn(r—1)  mm+3

T 2 ’

oder ) )
o nlr=1) o
T

Erstlich also muss r ein Factor von 2n sein, setzt man ferner m < n, so findet
6

man r < 2+ 3 Diesen Bedingungen geniigt im Allgemeinen nur r = 2;
n —

ausserdem aber r = 4 fir n = 4, und r = 3 fiir n = 6. Man erhéalt daher
folgende Beriihrungsaufgaben, welche als vollstédndig bestimmt von besonderem
Interesse sind:

Die Curve n
nn—3

et Ordnung soll von einer Curve der (n — 3)*"™ Ordnung in

Punkten zweipunktig berihrt werden; wovon die Aufgabe der Dop-

peltangenten bei den Curven vierter Ordnung ein besonderer Fall ist;

eine gegebene Curve vierter Ordnung soll von einer Curve dritter Ordnung
in drei Punkten vierpunktig berihrt werden;

eine gegebene Curve sechster Ordnung soll von einer Curve finfter Ordnung
in zehn Punkten dreipunktig beriihrt werden.

Die beiden letzten Aufgaben sind in dem oben angegebenen Satze bereits
enthalten; dennoch moégen die allgemeinen Resultate fiir diese beiden Fille hier
noch naher specialisirt werden.

Fiir das zweite Problem erhélt man folgende Bestimmung:

Es giebt 4096 Curven dritter Ordnung, welche eine gegebene Curve vierter
Ordnung in drei Punkten vierpunktig berihren.

Die 4096 Curven entsprechen den 4096 verschiedenen Systemen der A, welche
man fiir p = 3 bilden kann, wenn die Zahlen m, ¢ die Werthe 0, 1, 2, 3 erhalten
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diirfen. Die Beriihrungspunkte jeder Curve sind durch eine Gleichung dritten
Grades bestimmt; die Coefficienten der Gleichung sind #-Functionen mit den
Argumenten:

A

v = ugl) + u?) + uﬁg) = *417
A

vy = uél) + u;2) + u(23) = —42, (10.)
A

V3 = uél) + u:(f) + uég) = —43.

Bezeichnet man die verschiedenen Beriihrungscurven entsprechenden Zahlen m,
q durch obere Indices, so hat man immer die Berihrungspunkte dreier Curven
auf einer neuen Curve dritter Ordnung, sobald

m; _’_m;/ +m;// +m;/// =0 (mod. 4)’

d+al +a g =0 (mod. 4)

Die so erhaltenen Curven dritter Ordnung theilen sich in drei Classen; die Cur-
ven der ersten beriihren zweipunktig in den Beriithrungspunkten zweier der obi-
gen Curven; die der zweiten beriihren in den Beriithrungspunkten einer Curve
zweipunktig, und gehen durch die Beriihrungspunkte zweier anderen hindurch;
die der dritten Classe endlich gehen durch die Beriihrungspunkte von vier ver-
schiedenen Curven. Die Anzahl aller dieser Curven ist sehr gross, und man er-
halt sie leicht durch eine einfache Abzahlung, was ich hier iibergehen zu kénnen
glaube. Weiteres tiber die Gruppirung dieser Berithrungscurven siehe unten.

Soll eine Curve sechster Ordnung von einer Curve fiinfter Ordnung in zehn
Punkten dreipunktig beriihrt werden, so hat man p =10, m =5, n =6, r = 3;
jedes System von zehn Berithrungspunkten wird mittelst einer Gleichung

zehnten Grades gefunden, deren Coeflicienten #-Functionen sind mit den
Argumenten:

= A

U1 u(ll) + ug2) + .+ 'U,glo) — ?17
= A

V2 uél) + ugz) + ... uglo) — ?27
= A

V10 u%) —+ u%) —+ - u%o) - Tlo

Die Anzahl der Beriihrungscurven ist 32°. Indem man die Gleichungen dieser
Art, welche zu drei verschiedenen Bertihrungscurven gehéren, addirt, und dann

Ak—FA;c-l-A% _

0
3

setzt, findet man den Satz:
Jede zwei Systeme von Berihrungspunkten liegen auf einer Curve finfter
Ordnung, welche die Curve sechster Ordnung noch in den Berihrungspunkten

einer dritten Berihrungscurve schneidet. Solcher Curven finfter Ordnung giebt
320320 —1
es also 5
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8. 8.

Curven (n—3)*" Ordnung, welche eine gegebene Curve n'e*
Ordnung in MT_ Punkten zweipunktig beriihren.

ter

Die Aufgabe, eine Curve (n — 3)*" Ordnung so legen, dass sie eine gegebene

ter

Curve n*®" Ordnung in Punkten zweipunktig berihrt, ist bei weitem

wichtiger als die vorigen, und von hervorragendem Interesse. Indem wir bei der
bisher benutzten Bezeichnung bleiben, stellen sich die Gleichungen zwischen den
Integralen, auf welche diese Aufgabe fiithrt, folgendermassen dar:

n.n—3 A
R
n.n—3 A
ué1)+u52)+---+ug 2 )572,

(11.)

— A n—1.n—2
(1) (2) () (=)
u(nfléan) + u(71.71én72) + + u(naénfz) B .

Die Anzahl dieser Gleichungen ist um eins grésser als die der Unbekannten.
Dennoch sind die Gleichungen unter einander vertraglich, wie jetzt gezeigt wer-
den soll; es ist aber keine eine Folge der anderen, vielmehr kénnen sie nur fiir
gewisse Systeme der A neben einander bestehen.

Herr Riemann hat a. a. O. p. 147 den Satz bewiesen, dass man ein gegebenes
System von p Grossen immer und nur dann, und im Allgemeinen nur auf eine
Weise, den Summen von je p— 1 entsprechenden Integralen gleich setzen konne,
wenn 6 fiir die gegebenen Grossen als Argumente verschwindet. In unserem Falle

n—1n—2 nn—3
— p—1= —g es giebt also stets eine Beriihrungscurve

der gesuchten Art, sobald 6, mit den Argumenten %, %, % gebildet, gleich
Null wird. Man muss also haben:

ist p =

h,k=p . k=p
n=+oco ¥ apknn(nrp+qr)+it ¥ ngpmyg
0=y ehh=1 k=1
n=—o0o

2nptap 2nptag 2nptag
2 ) Pl

—ZSmeqr — 1 SSank Qth.EeZE apg + it mi,

=€

Die in der letzten Form auftretende Summe geht, wenn man —(ny +qx), —(np +
gp) fir ng, ny setzt, auch tiber in

2ny, +q 2np+q . 2np+qp,
E 535)7’12 h. .71”2 k aApk — lﬂzikQ ke mi
€ 9

und wenn man diese Summe zu der vorigen, mit welcher sie identisch ist, addirt,
findet sich:

0= {Eezz%,% a,Lk.(_l)znkmk} cos (Zq;;mk ﬂ) .
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Die betrachtete -Function verschwindet also immer, wenn
q@mi + gma + -+ qymy = 2h + 1, (12.)

und dieses ist die Bedingung fiir das Zusammenbestehen der Gleichungen (11.).

Untersuchen wir nun die Anzahl der Combinationen, durch welche die Gle-
ichungen (12.) erfiillt werden kann. Seien k der Grossen ¢ gleich 0, die iibrigen
(p — k) gleich 1; die den ersten Gréssen ¢ entsprechenden m koénnen dann 0
oder 1 sein, was 2 Combinationen giebt; die Summe der anderen m aber muss
ungerade sein, oder es ist immer das letzte durch die tbrigen p — k — 1

bestimmt. Die letzteren m konnen daher noch auf 2P~%~1 Weisen gewihlt
werden, oder die m im Ganzen auf 2P~ Arten. Da die ¢ auf % Arten
den angegebenen Bedingungen geniigen kénnen, so giebt es

pp—1...p—k+1

or—1
1.2.. .k

Systeme der A, bei denen k der Grossen ¢ gleich 0 sind. Setzen wir nun k =
0, 1, 2, ...p—1, so finden sich im Ganzen

p—1
ot (14 D PP ) — ot
1 1.2
Systeme der A, oder der Satz:
Es giebt 2% (2"715”72 - 1) Curven (n — 3)'" Ordnung, welche eine

n.n—3

gegebene Curve n*®" Ordnung in Punkten zweipunktig berihren.

Fiir n = 4 giebt dies die 28 Doppeltangenten.

Die Beriihrungspunkte jeder Curve konnen mittelst einer Gleichung (p —
1)tm Grades gefunden werden. Man braucht némlich nur auf beiden Seiten der
Gleichungen (11.) die einem beliebig gegebenen Punkte entsprechenden u zu
addiren, und man hat dann die Argumente von #-Functionen vor sich. Aus
diesen setzen sich die Coefficienten einer Gleichung p**® Grades zusammen, von
der eine Wurzel (dem beliebig gewéhlten Punkte entsprechend) bekannt ist.

Die Beriihrungspunkte von p Curven dieser Art liegen jedesmal auf einer
Curve der Ordnung @, sobald das System besteht:

AY + AP 4o AW
2

0,

bei welchem die oberen Indices sich auf die verschiedenen betrachteten Curven
beziehen. Man {iberblickt das Feld von Sétzen und Abzéhlungen, welche sich
hieraus ergeben, und welche die natiirliche Verallgemeinerung derjenigen Resul-
tate bilden, auf welche man in der Theorie der Doppeltangenten der Curven
vierter Ordnung gefiihrt ist. Ich bemerke nur noch einen Satz, welcher ebenfalls
in speciellster Fassung bei den Curven vierter Ordnung bereits bekannt ist. Be-
trachtet man namlich die Curven 2h — (n — 3)*" Ordnung, welche eine Curve
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n'’ Ordnung in hn — %2_3 Punkten zweipunktig beriihren, und addirt zu den
entsprechenden Gleichungen

B men=3
—|—~-—|—u,(€n 2 )

ug) + u§€2)

Ak
2

die Gleichungen (11.) unter Voraussetzung desselben Systems der A, so
findet sich, dass die ersten hn—"2=3 Beriihrungspunkte mit den "'2_3 Beriihrungspunk-
ten der Curve (n — 3)'" Ordnung in einer Curve h'*" Ordnung liegen. Nun ist
die Anzahl der Systeme von Beriihrungscurven 2k — (n — 3)** Ordnung gleich
227 und nur, wenn n ungerade ist, muss man das System ausschliessen, fiir
welches das System der A verschwindet. Man hat also folgenden Satz:

Unter den 227 (p = %) Systemen von Beriihrungscurven, welche bei
geradem n von ungerader Ordnung m, oder bei ungeradem n von gerader Ord-
nung m sind, und welche die gegebene Curve n*" Ordnung iiberall, wo sie der-
selben begegnen, zweipunktig beriihren, giebt es immer 2P~1(2P — 1) solche, dass
die Bertihrungspunkte jeder Curve des Systems mit denen einer bestimmiten der
obigen Beriihrungscurven (n—3)%*" Ordnung in einer Curve %"_3‘5” Ordnung
liegen; und es giebt bei geradem n 2P~1(2P + 1), bei ungeradem 2P~1(2P +1) — 1
solcher Systeme, bei denen die Berihrungspunkte niemals auf einer Curve
mn=3ter Ordnung liegen.

§. 9.

Die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung.

Die entwickelten allgemeinen Resultate sollen jetzt fiir die Curven vierter Ord-
nung genauer ausgefiihrt werden.

Die Anzahl der Doppeltangenten ist nach §. 8 gleich 28, wie bekannt. Man
kann aber nach dem Vorigen sie schematisch darstellen, wie folgt. Jede Dop-
peltangente mag bezeichnet werden durch die in Klammern geschlossene Reihe
der ihr entsprechenden Zahlen m, g, also durch:

(m1, m2, m3; q1, 2, g3)-
Die Zahlen kénnen 0 oder 1 sein, doch so, dass immer
miqp + maga +msgs =1 (mod. 2).

Nehmen wir also fiir die m alle moglichen aus den Zahlen 0 und 1 bestehenden
Systeme, 0,0,0 ausgeschlossen, und bestimmen obiger Gleichung geméss die
zugehorigen Systeme der ¢, so erhalten wir die 28 Doppeltangenten in folgendem
Schema:

(100, 100) (010, 010) (001, 001) (011, 010) (101, 100) (110, 100) (111, 100)
(100, 110) (010, 110) (001, 011) (011, 001) (101, 110) (110, 101) (111, 010)
(100, 101) (010, 011) (001, 101) (011, 110) (101, 001) (110, 010) (111, 001)
(100, 111) (010, 111) (001, 111) (011, 101) (101, 011) (110, 011) (111, 111).
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Es giebt nach §. 5 63 Systeme von Kegelschnitten (Hesse, dieses Journal
Band 49.), welche die Curve in 4 Punkten beriihren, entsprechend den 63
moglichen Combinationen

(mla ma, m3; q1, 42, Q3)7

die Combination (000, 000) allein ausgeschlossen.
Ein solcher Berithrungskegelschnitt zerféllt immer in zwei Doppeltangenten

(mlla m/27 mé; qlla qu Qé)a (m,1/7 m,2/7 mg; q/lla qg, Q{}/)a
sobald
m,, +m) =my, ¢ +q' =q¢ (mod.2), (13.)

wobei ausserdem sein muss:

(14.)

" _n " _rn n_rn
miq, +myqy +msqy = 1.

{ myqy +magy + mags = 1,
Es sind dabei entweder die ¢ oder die m nicht saimmtlich Null; nehmen wir an,
dies trete bei den ¢ ein; sonst wéren in der folgenden Bestimmung nur die ¢ mit
den m zu vertauschen. Dann zeigen erstlich die Gleichungen (13.), dass man fiir
gegebene ¢; die ¢}, ¢/ auf sechs verschiedene Arten wéhlen kann. Ueberhaupt
namlich existiren acht Combinationen der ¢, ¢”, welche jene Gleichungen er-
fiillen; von diesen aber sind die beiden auszuschliessen, flir welche sammtliche
¢’ oder sémmtliche ¢” Null sind (was nicht zusammen eintreten kann). Diese
sechs Arten geben drei Paare von Systemen ¢’, ¢, indem immer zwei Arten sich
nur durch Vertauschung der ¢’ mit den ¢” von einander unterscheiden.

In jedem Paar von Systemen ist wenigstens ein Paar entsprechender ¢ ungle-
ich, also 0 und 1, demnach irgend ein anderes 1 und 0 oder 1 und 1. Es existiren
daher ein ¢’ und ein ¢” mit verschiedenem unteren Index, welche gleich 1 sind.
Bestimmt man nun die dem dritten Index entsprechenden m so, dass sie der
betreffenden Gleichung (13.) geniigen (was auf zwei Arten geschehen kann), so
bestimmen die iibrigen m sich aus (14.) und (13.) successive. Jedem der drei
Paare g entsprechen also zwei Paare m; oder man hat den Satz:

In jedem System wvon Berthrungskegelschnitten kommen sechs Paare von
Doppeltangenten vor. (Hesse, 1. c., Salmon, higher plane curves.)

Da fiir irgend zwei solcher demselben System angehoriger Paare die Summe
aller m; so wie die Summe aller g; stets gerade ist, so hat man ferner den Satz:

Die Beriihrungspunkte je zweier Paare, welche demselben System angehdren,
liegen auf einem Kegelschnitt. (ib., ib.)

Die Zahl der so erhaltenen Kegelschnitte ist bekanntlich gleich der der 63 Sys-
teme, multiplicirt mit der Anzahl 15 der Combinationen von 6 Paaren zu zweien,
und dividirt durch 3, da jede vier Tangenten, deren Beriithrungspunkte auf einem
Kegelschnitt liegen, auf drei Arten in zwei Paare zerlegt werden konnen, also
jeder Kegelschnitt dreimal vorkommt. So ist die Zahl dieser Kegelschnitte 315.
Das obige Schema erlaubt sofort, die solchen Kegelschnitten entsprechenden
Doppeltangenten zusammenzustellen.
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Der allgemeinere Satz, dass die Beriihrungspunkte je zweier Kegelschnitte
desselben Systems auf einem Kegelschnitt liegen (Hesse, 1. c.), folgt aus §. 6.

Es giebt ferner nach §. 6 64 Systeme von Curven dritter Ordnung, welche
die Curve vierter Ordnung in 6 Punkten beriihren. Die den Bertihrungspunkten
entsprechenden Integrale geniigen dann immer den Gleichungen:

) (2) (6)

ufcl +u 4y, = (15.)

Ay
5
Man iibersieht nun, dass diese 64 Systeme sich sofort in zwei Classen sondern,
je nachdem das System der A zugleich bei den Doppeltangenten vorkommt oder
nicht; je nachdem also ¥mgq = 1 (was 28 mal geschieht) oder ¥mg = 0 (was auf
36 Arten geschehen kann). Hat man namlich fir irgend eine Doppeltangente

.A
u,g) + u,(f) = —Qk, (16.)
so folgt

1)

ONO (8)

+uy +--t+u, =0,

d. h. die Beriihrungspunkte der Curve dritter Ordnung liegen mit denen der
Doppeltangente auf einem Kegelschnitt; wahrend, wenn es fiir ein System der
A keine Gleichung wie (16.) giebt, auch die Beriihrungspunkte der Curve auf
keinem Kegelschnitt liegen konnen, da die Gleichung (15.) dann eine passende
Erginzung nicht zuldsst. Man hat also den Satz (Hesse, 1. c.):

Von den 64 Systemen der Curven dritter Ordnung haben 28 die Eigenschaft,
dass die 6 Berihrungspunkte einer Curve auf einem Kegelschnitt liegen, und
jeder Kegelschnitt geht dann noch immer durch die Beriihrungspunkte einer Dop-
peltangente, welche fir dasselbe System constant bleibt. Die Beriihrungspunkte
bei Curven der tibrigen 36 Systeme liegen nicht in einem Kegelschnitt.

Dagegen haben nach §. 6 beide Classen die gemeinsame Eigenschaft, dass die
Bertihrungspunkte je zweier Curven desselben Systems auf einer Curve dritter
Ordnung liegen. (Hesse, 1. c.)

Zu diesen Systemen gehoren auch die 4096 Curven dritter Ordnung, welche
die Curve vierter Ordnung in drei Punkten vierpunktig beriihren (§. 7). In der
That folgt aus (10.)

Ay

2 3

jede Curve gehort also zu demjenigen System von Beriihrungscurven, dem das
System der Ay zukommt. Umgekehrt aber folgt aus dieser Gleichung

2 (uf) +ul® +ul) =

A A,

u,(el) + u,(f) + u,(f’) = 1 5

wo in Ay, A) die Zahlen m, ¢ jetzt iiberall nur die Werthe 0 und 1 erhalten
diirfen. Ist iiber die Ay verfiigt, so konnen die A}, noch auf 64 Arten gewahlt
werden; daher gehéren in jedes der 64 Systeme von Berihrungscurven dritter
Ordnung 64 solche Curven, welche die Curve vierter Ordnung in drei Punkten

20



vierpunktig berihren. Dies stimmt damit iiberein, dass nach §. 4 durch jede zwei
Punkte einer Curve vierter Ordnung 64 Kegelschnitte gelegt werden konnen,
welche dieselbe in drei Punkten beriihren. Legt man diese Kegelschnitte durch
die Berithrungspunkte einer Doppeltangente, so sind die Bertihrungspunkte des
Kegelschnitts zugleich diejenigen, in welchen eine Curve dritter Ordnung vier-
punktig beriihren kann. So erhdlt man die 28.64 Berihrungscurven, welche
den erwdhnten 28 Systemen angehdren; aber man sieht, dass es noch 36.64
solcher Bertihrungscurven giebt, in deren Bertihrungspunkten nicht zugleich ein
Kegelschnitt die Curve vierter Ordnung berihren kann.

Ueberhaupt giebt es nach §. 5 je 63 Systeme von Curven (2m)*" Ordnung
und je 64 Systeme von Curven (2m + 1)*" Ordnung, welche die Curve vierter
Ordnung zweipunktig bertihren, wo sie derselben begegnen. Und diese letzteren
64 Systeme theilen sich immer in 28 und 36 so, dass die Beriihrungspunkte einer
Curve aus einem der 28 Systeme immer mit den Bertihrungspunkten einer der
28 Doppeltangenten auf einer Curve (m + 1) Ordnung liegen, wihrend etwas
Aehnliches bei den anderen 36 Systemen niemals stattfindet. Aber alle Systeme
haben die Figenschaft, dass die Berihrungspunkte je zweier Curven desselben
Systems auf einer Curve desselben Grades liegen.

Man kann von diesen Sétzen leicht zu einer genaueren Discussion derjenigen
Fille iibergehen, in denen die Berithrungspunkte von 6, 8 etc. Doppeltangenten

auf einer Curve dritter, vierter etc. Ordnung liegen, woriiber von Hesse und
Steiner (Bd. 49 dieses Journals) Sétze gefunden sind. Ich tibergehe diese Aus-
fliihrungen, welche nach den entwickelten Principien durch blosse Abzéhlungen
erhalten werden kénnen.

Von Curven, welche die Curve vierter Ordnung mehrpunktig beriihren, will
ich wenigstens noch die der dritten Ordnung anfiithren. Aus §. 6 folgt der Satz:

Es giebt 728 Systeme von Curven dritter Ordnung, welche eine Curve vierter
Ordnung in vier Punkten dreipunktig berihren.

Zwischen den Integralen bestehen hier die Gleichungen:

_ A,

u,(fl) + u,(f) + u,(:’) + u,(:l) = ?,

ter

das System der A darf niemals verschwinden. Betrachtet man eine Curve, einem
anderen System angehérig, fiir welches immer 2A4;, an die Stelle von Ay, tritt, und
addirt die einer solchen Curve entsprechenden Gleichungen zu den vorigen, so
findet sich die Summe analoger Integrale immer der Null congruent. Man hat
daher folgenden Satz, welcher (unter anderen) das Verhalten dieser Systeme
charakterisirt:

Diese 728 Systeme theilen sich in 364 Paare zu zweien so, dass die Berihrungspunkte
jeder Curve des einen Systems mit denen jeder Curve des anderen Systems auf
einem Kegelschnitt liegen.

Aehnliche Sétze kann man fir die Berithrungscurven dieser und anderer
Ordnungen in Menge aufstellen.
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§. 10.

Ueber einige Sitze von Steiner, die Curven vierter Ordnung
betreffend.

Ich benutze diese Gelegenheit, um einige Sétze {iber Curven vierter Ordnung
zu beweisen, welche Steiner (dieses Journal Bd. 49, p. 266 folgg.) angegeben
hat, obwohl dieselben nicht in die Reihe der hier angestellten Betrachtungen
gehoren.

Nach Hesse (dieses Journal Band 49, p. 261) kommt die Aufstellung eines
Beriihrungskegelschnitts darauf hinaus, der Gleichung der Curve die Form

ww —v2 =0

zu geben, wo u, v, w Ausdriicke der zweiten Ordnung sind. Alle Kegelschnitte,
welche demselben der 63 Systeme angehoren, sind dann in der Form enthalten

w4 22\ + A\2w =0,

und man findet die 6 in dem System vorkommenden Tangentenpaare durch
eine Gleichung sechsten Grades in A, indem man die Determinante dieses Kegelschnitts
verschwinden ldsst. Fiir den Schnittpunkt x der Tangenten eines Paars miissen
dann die Differentialquotienten

w; + 2A\v; + )\Qwi

verschwinden, und man findet nach einem bekannten Verfahren die Producte
und Quadrate der Coordinaten = den Unterdeterminanten des Kegelschnittes
u + 2Mv + A\%w = 0 proportional. Diese Ausdriicke haben, wie man sofort sieht,
die Form:

07Tk = Pit + At + N1+ N + A,

wo o einen willkiirlichen Factor bedeutet, und wo die p, ¢, ... nur noch von den
Coefficienten der Curve abhidngen. Bildet man daher die Determinante dieser
sechs Gleichungen, indem man ¢ und A eliminirt, so hat man eine Gleichung
zweiten Grades fiir die «, welche von der gewédhlten Wurzel A ganz unabhéingig
ist. Und so hat man den von Steiner a. a. O. gegebenen Satz:

Die Doppelpunkte der 6 demselben System angehdrigen Paare von Doppeltan-
genten liegen auf einem Kegelschnitt.

Da identisch

(uw — v?)(k — N\)? = (u + 2kv + E*w) (u + 200 + N2w) — (u + (k 4+ N)v + Edw)?,

so ist
u+ (k+ANv+kdw =0,

oder was dasselbe ist, jeder Kegelschnitt von der Form

au+ fv+yw =0
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ist ein solcher, welcher durch die Beriihrungspunkte zweier Kegelschnitte des
Systems hindurchgeht. Léasst man denselben in ein Linienpaar p, g zerfallen, d.
h. setzt man:

auig + Boik + Wik = Piqk + ¢iPk,

so geniigen die Coordinaten einer Geraden des Paars der Gleichung, welche
durch Elimination von «, 3, 7, q1, g2, q3 entsteht:

uip vir wir 2p1r 0 0
uza V22 w22 0 2p2 0
K |uss U3z Ws3 0 0 2ps
uz Vo3 wez 0 p3 p2
uzy v w31 p3 0 pp
uiz vi2 w2 p2 p1 0O

Die Doppelpunkte der Paare miissen zugleich den Gleichungen geniigen:
au; + Bu; +yw; =0,
oder, indem man «, 3, 7 eliminirt, der Gleichung

ur v wy
G= Ug Vg Wa2| = 0.
uz V3 w3

Man hat also den Satz:

Wenn man die vollstindigen Vierecke construirt, deren Ecken die Berihrungspunkte
von Kegelschnitten desselben Systems sind, so bilden die Durchschnitte gegeniiber-
liegender Seiten die Curve dritter Ordnung G = 0, und die Seiten selbst umhiillen
die Curve dritter Classe K = 0.

Insbesondere folgen daraus die von Steiner a. a. O. gegebenen Sétze als
specielle Falle:

Auf der Curve G = 0 liegen die Doppelpunkte der 6 dem System angehdrigen
Paare von Doppeltangenten, so wie die Schnittpunkte der Geraden, welche die
Beriihrungspunkte jedes Paars kreuzweise verbinden.

Und:

Die Curve K = 0 wird beriihrt von den sechs Paaren dem System angehdriger
Doppeltangenten, so wie von den Geraden, welche die Berihrungspunkte der
Paare kreuzweise verbinden.

Lésst man in einem vollstandigen Viereck 1, 2, 3, 4, dessen Ecken Beriithrungspunkte
eines Kegelschnitts sein sollen, zwei, etwa 2 und 3 zusammenfallen, so fallen auch
5, 6 (siehe die Fig.) in denselben Punkt. Es gehoren aber die Punkte 5, 6 der
Curve G = 0 an; diese schneidet also in dem betreffenden Punkte die gegebene
Curve vierter Ordnung, indem erstere die Gerade 5, 6, letztere die Gerade 2,
3 zur Tangente hat. Die Schnittpunkte von G = 0 mit der gegebenen Curve
haben also die Eigenschaft, dass in ihnen ein Kegelschnitt die Curve vierpunk-
tig beriithren kann, der sie ausserdem noch (in 1 und 4) zweimal zweipunktig
beriithrt. In jedem System giebt es demnach 12 Kegelschnitte dieser Art.
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Figure 1: Fig.

Da ferner die Punkte 1, 8, 4, 7 ein harmonisches System bilden, so bilden
auch in den betrachteten Punkten die Tangente an die gegebene Curve, die
Tangente an G = 0, und die von der vierpunktigen Beriihrungsstelle nach

den zweipunktigen gezogenen Geraden ein harmonisches System. — Der
Punkt 7 gehort der Curve G = 0 an; er wird hier der Durchschnitt der Tangente
an der vierpunktigen Beriithrungsstelle mit der Sehne, welche die zweipunktigen
Beriihrungsstellen verbindet.

Die Tangente 2, 3 an einer der vierpunktigen Beriihrungsstellen ist Tan-
gente an K = 0; ebenso die Geraden 2, 1; 3, 4, welche jene Stelle mit denen
der zweipunktigen Beriihrung verbinden; da nun auch 3, 1; 2, 4 Tangenten
dieser Curve sind, und diese mit den ebengenannten Geraden unendlich nahe
zusammentfallen, so miissen 1, 4, die Stellen der zweipunktigen Beriithrung, als
Schnittpunkte nédchster Tangenten auf K = 0 liegen. Diese Curve ist von der
sechsten Ordnung; die 24 in einem System vorkommenden Punkte 1, 4 stellen
also das vollstdndige Schnittsystem der Curve K = 0 mit der gegebenen Curve
vor. So sind die folgenden von Steiner gegebenen Sétze bewiesen:

Es giebt 63.12 = 756 Kegelschnitte, welche eine gegebene Curve vierter Ord-
nung in einem Punkte a vierpunktig, und ausserdem noch in zwei anderen, b,
¢, zweipunktig bertihren.

Die Punkte a sind in jedem System die 12 Durchschnitte von G = 0 mit der
gegebenen Curve; auf G = 0 liegen auch b, ¢ und der Schnittpunkt der Tangente
der gegebenen Curve im Punkte a mit der Sehne b, c.

In jedem Punkte a bilden die nach b, c gezogenen Geraden mit den Tangenten
der gegebenen Curve und der Curve G = 0 ein harmonisches System.

Die Tangente in a, sowie die drei Geraden ab, ac, bc bertiihren die Curve
K = 0, und zwar ab, ac in b und c selbst, so dass die Punkte b, c in jedem
System den wvollstindigen Durchschnitt von K = 0 mit der gegebenen Curve
darstellen.

Steiner entwickelt endlich Zusammenhénge zwischen den Curven G = 0,
K = 0. Die Beziehung, in welcher diese Curven zu einander stehen, kann man
folgendermassen erkennen.

Betrachten wir statt der Functionen u, v, w irgend welche lineare Verbindun-
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gen derselben
U1 =aiu+ b1U + clw,
Us = asu + bov + cow,
Us = azu ~+ b3v + caw.

Diese drei neuen Functionen konnen immer so bestimmt werden, dass sie die
partiellen Differentialquotienten einer Function dritter Ordnung nach =1, xs, x3
sind. Hierzu ist néthig, dass folgende identische Gleichungen bestehen:

agusz + bavz + cows = azuz + b3va + czwa,
aguy + b3vy + c3wy = ayuz + b1vz + crws,

aius + bl’Ug + cirwge = asuy + b2'U1 + cowq.

Diese Gleichungen sind fiir die z linear; setzt man also die Coefficienten auf
beiden Seiten einander gleich, so findet man 9 lineare Gleichungen, welche in
Bezug auf die gesuchten Grossen a, b, ¢ homogen sind. Dennoch sind sie erfiill-
bar; denn man bemerkt sofort, dass ihre Determinante eine iiberschlagene ist,
und demnach, weil von ungeradem Grade, identisch verschwindet.

Nun &ndern sich offenbar die Ausdriicke G und K keineswegs, wenn man bei
der Bildung derselben statt u, v, w irgend welche lineare Verbindungen derselben
zu Grunde legt, z. B. die eben gefundenen partiellen Differentialquotienten einer
homogenen Function f dritter Ordnung. Dann aber hat man, bis auf einen
Zahlenfactor:

G=Ay, K =5y,

wo Ay die Covariante dritter Ordnung, Sy die erste zugehdrige Form dritter
Classe von f bedeutet. Aus der bekannten Rolle, welche die Curven Ay = 0,
S¢ = 0 in der Theorie der Curven dritter Ordnung spielen, folgen daher unmit-
telbar die von Steiner angegebenen Beziehungen. Die Curven Ay =0, S =0
sind dieselben, welche Herr Cremona in seiner ,Introduzione ad una teoria geo-
metrica della curve piane® als Hessesche und Cayleysche Curve bezeichnet hat.
Von diesen gelten folgende Sétze:

Die zu den Wendepunkten der Hesseschen Curve gehorigen harmonischen
Polaren sind die Riickkehrtangenten der Cayleyschen Curve. (Hesse, dieses
Journal Bd. 38, p. 252.)

Die zu den Riickkehrtangenten der Cayleyschen Curve gehérigen harmonis-
chen Punkte sind die Wendepunkte der Hesseschen Curve. (ib.)

Die Wendetangenten von uw = 0 bertihren die Hessesche und die Cayleysche
Curve in denselben 9 Punkten. (Cremona, 1. c. p. 116.)

Jede Tangente der Cayleyschen Curve schneidet die Hessesche Curve in zwei
Punkten, deren Tangenten sich auf der Hesseschen Curve treffen, und in einem
dritten Punkt, der mit dem Berthrungspunkt auf der Cayleyschen Curve und
mit den anderen beiden Schnittpunkten ein harmonisches System bildet. (ib.)

Von jedem Punkte der Hesseschen Curve gehen an die Cayleysche drei Tan-
genten; die Verbindungslinie der Beriihrungspunkte zweier ist Tangente der Cay-
leyschen Curve; die dritte bildet mit der im Ausgangspunkt an die Hessesche
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Curve gezogenen Tangente und mit den ersten beiden Tangenten ein harmonis-
ches System. (ib.)

Die blosse Anwendung dieser Sétze giebt die folgenden, von Steiner gegebe-
nen Resultate:

Aus jedem Wendepunkte w der Curve G = 0 gehen drei Tangenten Q, Q1,
Q2 an die Curve, welche in q, q1, q2 beriihren. Die letzteren drei Punkte liegen
auf einer Rickkehrtangente R der Curve K = 0. Diese schneidet K = 0 ausser
q und ausser dem Riickkehrpunkt r in zwei Punkten ¢, q”, deren Tangenten Q’,
Q" sich ebenfalls in w schneiden. Die Punkter, q, q1, q2 bilden ein harmonisches
System, die Tangenten Q, Q', Q" mit der in w gezogenen Wendetangente ein
zweites.

§. 11.

Ueber den Zusammenhang der Curven doppelter Kriim-
mung mit Abelschen Functionen.

Im Vorigen sind nur ebene Curven behandelt worden. Ich werde jetzt zeigen, wie
dhnliche Principien sich fiir die Behandlung der Curven doppelter Krimmung
aufstellen lassen.

Betrachten wir den Durchschnitt zweier algebraischen Fldchen. Die eine
derselben, u = 0, sei m*" Ordnung, die andere, v = 0, n** Ordnung. Die
Durchschnittscurve kénnen wir mit zwei Ebenenbiischeln, deren Axen beliebig
im Raume liegen, so in Zusammenhang bringen, dass zwei entsprechende Ebenen
beider Biischel sich auf der Curve durchschneiden. Sind ndmlich die Gleichungen
der Biischel

{ (a121 + asxs + asws + agxy) + 2z (b1 + bowo + byxs + byxy) = 0, (17)
( .

@171 + QoTp + a3x3 + ayry) + 5 (B121 + foxa + B3z + faxs) = 0,

so fithrt die Elimination der x aus diesen Gleichungen und aus u = 0, v = 0 auf
eine Gleichung
F(s,z) =0, (18.)

welche das gegenseitige Abhéngigkeitsverhéltniss der Parameter der Biischel
ausdriickt.

Diese Gleichung ist sowohl fiir s als fiir z vom Grade m + n. Aber sie ist
nicht unter allen Umsténden irreductibel, sondern zerféllt, wenn die Oberflachen
u = 0, v = 0 besondere Lagen gegen einander haben, von selbst in Factoren. Sei
namlich ein Theil der Schnittcurve zugleich als Theil des Durchschnitts zweier
Flachen u' = 0, v/ = 0 darstellbar, welche von niedrigerem Grade als u = 0,
v = 0 sind; sei der zugefiigte Theil ¢’ mit einem andern a” zusammen die
Schnittcurve zweier Flachen v” =0, v = 0, welche wieder von niedrigerem
Grade sind, u. s. w., bis endlich ein Curventheil a(*~1) mit einer Curve a(*)
zusammen der Durchschnitt zweier Flichen u(®) = 0, ") = 0 ist, und a® sich
als der vollstdndige Schnitt zweier Flachen von niedrigerem Grade darstellen
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lasst. So giebt es unzéhlige Oberflichenpaare deren Durchschnitt in eine andere
Curve und in eine Raumcurve dritter Ordnung zerféllt; diese ist zusammen mit
einer geraden Linie als Durchschnitt zweier Fliachen zweiter Ordnung darstell-
bar, und die hinzugefiigte Gerade endlich bildet den vollstdndigen Durchschnitt
zweier Ebenen. Denken wir uns nun fiir alle diese Schnittcurven der Reihe nach
die der Gleichung (18.) entsprechenden Gleichungen gebildet;

F(s,z) =0, FM(s,2) =0, e FrHD (s 2) =0,

so miissen folgende Gleichungen bestehen, in welchen die ¢ ganze Functionen

bedeuten:
FW (s, 2) W) (s, 2). FrHD (s, 2),

=@
F(ufl)(s7 2) = gp(”fl)(s,z).gﬂ(“)(& z),
FU=2(s,2) = o2 (5,2).0 7 (s, 2),

F(s,2) = ¢(s,2).0M (s, 2).

In diesem Falle ist also die Gleichung F(s, z) = 0 reductibel, und man kann sie
als dass Product zweier, oder allgemein zu reden, mehrerer irreductibler Fac-
toren auffassen. Jeder Zweig einer Raumcurve, welcher einem solchen Factor
entspricht, kann als algebraisch definirte einfache Raumcurve gelten. Thre Ord-
nung ist die Ordnung von s und z in dem entsprechenden Factor; Ordnungen,
welche immer gleich sein werden, wie aus dem eben angefiihrten Schema folgt,
da nach dem fritheren s und z in allen Functionen F' zu gleichen Ordnungen
vorkommen.

Jede solche einfache Raumcurve begriindet nun eine Classe von Abelschen
Functionen. Sei k die Ordnung der Curve, ¢(s,z) = 0 die ihr entsprechende
Gleichung.

Die Zahl p, welche die zugehérigen Abelschen Functionen charakterisirt, ist
dann nach §. 1. gleich %W — (k—1), wo w die Anzahl derjenigen Werthsysteme
s, z bedeutet, fiir welche ¢’'(s) = 0, ohne dass ¢’(z) = 0.

Ist ¢’'(s) = 0, so bedeutet dieses, dass die Gleichung ¢ = 0 zwei gleiche
Wurzeln s hat. Der zugehorige Werth von z bestimmt eine Ebene des ersten
Biischels (17.), welcher die Curve in k Punkten schneidet; von diesen miissen
zwei zusammenfallen, damit von den zugehorigen Ebenen des Biischels s zwei
identisch werden. Es kénnen nun hiebei folgende Félle eintreten. Entweder ist
die betreffende Ebene des Biischels z Tangentenebene der Curve; oder die Ebene
s schneidet sich mit der Ebene z in einer Geraden, welche die Curve in zwei
verschiedenen Punkten trifft; oder endlich die Curve hat einen Doppelpunkt, was
eine Beriithrung der gegebenen Oberflichen oder einen Knotenpunkt in einer von
beiden anzeigt. In den beiden letzten Féllen gehort ebensowohl ein Doppelwerth
von s zu einem Werthe von z, als umgekehrt ein Doppelwerth von z zu einem
Werthe von s; in beiden Féllen miissen also sowohl ¢'(s) als ¢’(z) verschwinden.
Schliessen wir nur diejenigen Félle aus, in denen der Doppelpunkt in einen
Riickkehrpunkt {ibergeht und also auch noch " (ss) ¢ (z2) — " (s2)? = 0.
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Die Zahl w bedeutet also offenbar den Rang der Curve, d. h. die Zahl derjeni-
gen Tangenten der Curve, welche eine gegebene Gerade treffen. So oft ndmlich
die Axe des Biischels s von einer Tangente der Curve getroffen wird, ist eine
Ebene des Biischels Tangentenebene der Curve, und also fiir dieselbe ¢'(s) = 0,
ohne dass ¢'(z) verschwindet. Nach Herrn Salmon (Geometry of three dimen-
sions p. 237) bestimmt sich diese Zahl aus der Formel

w=k(k—1)— 2d,

wo d die Anzahl der von einem Punkte ausgehenden Strahlen bedeutet, welche
der Curve zweimal begegnen, mag diese zweifache Begegnung nun, wie bei
einem Doppelpunkte, in demselben, oder mag sie in verschiedenen Punkten
stattfinden.

So hat man also endlich

(k—1)(k-2)

5 —d

p =
fiir die charakteristische Zahl der der Curve zugehérigen Abelschen Functionen.
Ich werde im Folgenden voraussetzen, dass die betrachtete Curve der voll-
stdndige und nicht in Theile zerlegbare Durchschnitt zweier Oberflichen
sei, welche sich nicht beriihren; dass die Curve keinerlei Riickkehrpunkte und
Doppelpunkte besitze *). In diesem Falle wird die Ordnung der Curve = mn,
und nach Herrn Salmon (1. c. p. 249) der Rang derselben

w=mn(m-+n-—2),

also
mn (m+n—4)

1.
2 +L

p:

n—1n-—2

eine Zahl welche, ibereinstimmend mit dem Friiheren, fir m = 1 in >

iibergeht.
Es ist leicht, die p tiberall endlichen Integrale zu bilden, welche diesem Falle
entsprechen. Aus den Gleichungen

U1T1 + U2 + uzws + ugry = 0,
V1T + VaXy + v3x3 + vaxg = 0, < ou ov )
Uq

P — ) Uy =
uy dxy + ug dro 4+ uz drs + ug dry = 0, ox; ox;

U1 dl‘l + U9 dl‘g + V3 dxg “+ V4 dl‘4 =0
ergeben sich folgende, in denen du einen unbestimmten Factor bedeutet:

21 dxg — o dry = (usvg — ugvs) dp, o dxs — x3drs = (u1vy — uqvy) dp,
x1dxs — x3dry = (ugve — ugvy) dp,  x3dxy — x4 drs = (ugva — ugvy) dp,

x1dry — x4 dry = (ugvs — uzve) dp, 4drs — xo dry = (ujvz — uzvy) dp.
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Bezeichnen also a1, as, ..., by, ba, ... ganz beliebige Grossen, so ist der Ausdruck

Y+ aleCL‘g d.T4
Zaiui.Ebivi — ani.Ebiui

=dp,

demnach von den Werthen dieser Grossen vollig unabhéngig. Derselbe ist von
der —(m +n — 4)*" Dimension; das Integral

U= @.E:l:aleI:g dl‘4
) Saiu.Xbiv; — Ya;v;.2bu;

lasst sich also mit Hiilfe von w = 0, v = 0 als das Integral eines Differen-
tialausdrucks mit einer einzigen Variablen darstellen, sobald © eine homogene
Function der Ordnung (m + n — 4) ist. Unter den gemachten Voraussetzungen
bleibt dieses

*) Eine solche Curve soll bisweilen der Kiirze wegen eine Curve mn'®* Ord-
nung genannt werden. Die Natur der Curve hidngt dann nicht blos von der
Ordnungszahl, sondern auch von ihrer Zerlegung ab, d. h. von den Ordnungen
der Fldchen, welche sich in ihr durchschneiden.

Integral auch iiberall endlich, und es ist nur noch néthig sich zu tiberzeugen,
ob wirklich p Integrale durch verschiedene Annahme von © erhalten werden.
Bemerken wir hiezu, dass © mit Hiilfe der Gleichungen u = 0, v = 0 umgeformt
werden kann, ohne dass das Integral sich dndert. Man kann also, wenn U,
V' zwei Functionen (m — 4)%*" und (n — 4)%*" Ordnung bedeuten, statt © die
Function

O+Uu+ Vo

setzen, und die Constanten von U, V so bestimmen, dass ebensoviel Constante
in © verschwinden. Demnach ist die Zahl der in © enthaltenen willkiirlichen
Constanten noch

Hm+n-1)(m+n-2)(m+n-3)—(m—1)(m—2)(m-3)— (n—1)(n—2)(n—3)}
mn (m+n—4)

_mrinTnR TR
2 ti=p

Man erhalt also wirklich weder mehr noch weniger als p unabhéngige, tiberall
endliche Integrale, indem man diesen Constanten alle moglichen Werthe beilegt.

§. 12.

Der Abelsche Satz auf den Schnitt algebraischer Flachen
angewandt.

Es sei nun w = 0 eine Oberfliiche £'*** Ordnung. Betrachten wir den Ausdruck
3V ausgedehnt tiber alle Schnittpunkte der Fliche w = 0 mit der gegebenen

Curve. Fiihren wir bei der Integration wieder die Coefficienten einer Function w
durch die Gleichung w = 0 als Variable ein, so dass erst in den oberen Grenzen
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w in die gegebene Fliche iibergehe. Bezeichnen wir durch dw, was aus w durch
Variation der Coefficienten entsteht, so ist

Yw; dx; = —ow.
Multipliciren wir also unter dem Integralzeichen von ¥ mit der Determinante
Y+ C1U2V3W4,

so erhalten wir im Zahler:

Zaici Ebici Ecixi Zci d.i?i

Y+ a1b2$3 dl‘4.2 + C1U2V3Wy4 = gzlzl glgﬂqu 8 8
Eaiwi Eb,wl 0 —ow

= —6w261x1{2a1u12b1v1 — EbiuiZaivi},

T 7/ ©.3¢;x;.0w

Y+ C1U2V3W4 ’

also

Bilden wir nun die Summe solcher Ausdriicke, iber die betrachteten Schnittpunkte

ausgedehnt:
0.3¢;x;. 0w
X0=— | ¥ ———— 19.
/ Y+ C1U20V3W4 ’ ( )

und setzen wir iiber © nur voraus, dass es eine homogene Function m + n — 4%
Ordnung sei, so ist mit der Variation jedes Coefficienten von w nur eine rationale
symmetrische Function der Coordinaten aller Schnittpunkte multiplicirt, welche
sich durch die Coefficienten von w rational ausdriicken ldsst. Die Ausfiihrung
der Integration kann also nur auf rationale und logarithmische Functionen der
Coeflicienten von w fithren. Und so hat man folgenden Satz:

Wenn man die Schnittcurve zweier Flichen u = 0, v = 0 m'" und n'e"
Ordnung durch eine Oberfliche w = 0 schneidet, und wenn © eine homogene
rationale Function (m+mn —4)*" Ordnung ist, so wird die Summe der Integrale

Zaiui.Zbivi — Zbiui.Eaivi’

ausgedehnt iber alle Schnittpunkte der Curve mit w = 0, ein Aggregat rationaler
und logarithmischer Functionen der Coefficienten von w.!
Man kann indess, wie im folgenden §. geschehen soll, nachweisen, dass, wenn
O eine ganze Function (m +n — 4)*" Ordnung ist, in der Gleichung (19.) der
unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck verschwindet, indem iiberhaupt
die Summe der Ausdriicke
F.ECZ‘IZ'

Y+ crugvswy

L Editorial note: The numerator of the displayed integral is printed with one index through-
out, X £ a;b;x; dr;. The same sum is set X £ a1ba2x3 drg on pp. 221 and 222, and again in
the very next theorem; the alternating sum requires four distinct indices. Kept as printed.
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wo F eine homogene Function (m + n + k — 4)*" Ordnung ist, verschwindet,

wenn man sie iiber die Schnittpunkte der Flachen v = 0, v = 0, w = 0 ausdehnt.
Dann wird X ¥ eine Constante, und man erhélt den Satz:
Die Summe der Integrale

/ 0.X+ alngg d$4
EalulEblvl — Eaivi.Ebiui’

wo O eine ganze Function (m +n — 4)'" Ordnung ist, wird einer Constanten
gleich, wenn man die Summe ausdehnt iiber alle Schnittpunkte der Flichen mte",
nt und k*" Ordnung u =0, v =0, w = 0.

Diese Siatze sind specielle Félle des folgenden, welcher fiir eine beliebige
Anzahl von Variabeln ausgesprochen ist:

Die Variabeln x1, xo ..z, seien mit einander in Verbindung gesetzt durch
die Gleichungen

ule, UQZO, UT_QZO,

welche in Bezug auf jene homogen und von der Ordnung mi, ma, ..mMy_o S€in
sollen. Waihlen wir nun ganz beliebig irgend r(r — 2) Grossen

R R )
N )
agr—2)7 a;r—g)’ aff'_Q),
und bezeichnen durch oz,(j) den Ausdruck
(i) _ 00Uk 0Ouk Otk
0 =0 o1 tay D + a, 9z,
ist endlich © eine homogene Function (mq +mo~+ -+ +m,_g — r)t” Ordnunyg,

so ist die Summe der Integrale

)

/ 0.X+ agl)aéz) e agr:;)xT,l dx,
Y+ 04(11)0452) ot

ausgedehnt tber alle Werthsysteme, welche die gegebenen Gleichungen zusam-
men mit einer (r —1)%" Gleichung u = 0 bestimmen, aus algebraischen und log-
arithmischen Functionen der Coefficienten der letzten Gleichung zusammenge-
setzt, und ist insbesondere constant, wenn © eine ganze Function ist.

§. 13.
Erweiterung eines von Jacobi aufgestellten algebraischen
Satzes.

Den oben angewandten Hiilfssatz kann man nun fiir beliebig viel Variable, den
von Jacobi (dieses Journal Bd. 14, pag. 281.) gefiihrten Beweis erweiternd,
folgendermassen ableiten.
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Es seien s Gleichungen
WM =0, u®=0 ... =0

gegeben, welche die Unbekannten x1, 2, ..xs, nicht homogen, enthalten. Die
Anzahl der allen gemeinsamen Losungen ist p. Man kann diese Losungen finden,
indem man alle Unbekannte bis auf eine eliminirt, und dann eine

Gleichung u**® Grades auflost. Je nachdem z1, x5 ..z, die beibehaltene
Unbekannte ist, mégen diese Endgleichungen p**" Grades durch

X:1=0, Xo=0, ... X;=0
bezeichnet sein. Man kann dann identisch setzen:
Ml(l)u(l) 4 MI(Q)U(2) R Ml(s)u(s) =X,

M2(1)u(1) + M2(2)u(2) N Més)u(s) = Xo, (20.)

Ms(l)u(l) + MS(Q)U(Q) 44 Ms(s)u(s) = Xg;

und zwar ist dabei, wenn m( den Grad von u(® bezeichnet, M,gi) von der
Ordnung g — m(). Setzen wir nun in diesen Gleichungen fiir die & Werthe,
welche zwar einzeln den Gleichungen X; = 0, X5 = 0, ... X = 0 geniigen, aber
kein zusammengehoriges, den gegebenen Gleichungen geniigendes Werthsystem
bilden, so verschwinden in (20.) die linken Seiten, nicht aber die u, und es muss
also die Determinante der M verschwinden.

Differentiiren wir nun die Gleichungen (20.) nach den verschiedenen z, und
setzen sodann zusammengehorige Werthsysteme ein. Aus der Differentiation
der 7**® Gleichung erhalten wir das System?

(1) (2) (s)
(1) Ou +M(2)3u7+'.. Mgs)au B

M; 0z 0 b0 O
(1) (2) (s)

Mi(l) du + Mi(Q)aL N Mi(s) du =0,
0xo 0xo dxo

(1)8u(1) —|—M(2) ou® . (s) oul®) _0X;

' Oxy o Oxy + + M ox; Ox;’
M-(l) Su) M-(Q) ou® T M_(s)aui(s) _

v Oz, v Oz, v Ox, ’
und, wenn R die Functionaldeterminante der u ist, durch Auflésung:

P _ 0Xi OR
B ox; 'aau(h) ’

63%

2Editorial note: The second row of the system below is printed with a roman d in its
last denominator, Bu(s)/d:ﬁg. Every other denominator in the system has 0, and a partial
derivative is what the differentiation requires. Kept as printed.
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Bildet man also jetzt die Determinante A der M fiir ein solches zusammenge-
horiges System der x, so findet sich:
1 0X; 0X, 00X,

A=—. ) .
R 0x1 Oxo 0x

(21.)

Inzwischen hat man nach den gewohnlichen Regeln der Partialbruchzer-
legung:

A A 1
X1 Xo... X, 0X10Xy  0X | 2y — 2l wo—ah.. .25 — 2]
0x1 Ora  Oxs

wo x}, x5, ..x) irgend welche Wurzeln von X; =0, Xo =0, ..X; = 0 bedeuten,
welche in dem eingeklammerten Ausdruck fir a1, xs, ...z zu setzen sind, und
wo die Summe sich auf alle moglichen Combinationen dieser Wurzeln bezieht.

Nun ist nach dem Vorigen der eingeklammerte Ausdruck 0 oder gleich dem
entsprechenden Werth von I jenachdem die x’ ein zusammengehoriges System

bilden oder nicht.? Bezeichnen wir also die zusammengehérigen Systeme durch
obere Indices 1, 2, ..., so hat man

A B hgu 1
X1 Xz Xe 621 R0 gy — 2 gy — 2Py — 2

(22.)

Die Formel kann, entsprechend einer Bemerkung von Jacobi, dazu angewandt
werden, die Werthe der Summen
h=p
s (20122 a%e)!
h=1
zu bestimmen, wo keiner der Exponenten « verschwindet. Multipliciren wir
némlich (22.) mit irgend einer Function Q von z1, 3, ..xs. Der Werth von
fiir das h'® zusammengehorige System sei Q"); man hat dann

0= Q(h) + Al(fL‘l — {Egh)) + Ag(!L‘Q — x;h)) FEPN

Beschrankt man sich also auf diejenigen Terme, welche nach absteigenden Poten-
zen der x entwickelt, negative Potenzen sdmmtlicher = enthalten, so kann man
rechts in (22.) unter dem Summenzeichen Q) statt Q setzen. Und setzt man
endlich Q = R, so findet man, dass die Entwicklung von Ai mit der

X1 Xo... X,
Entwicklung der Summe

h=p 1
(h) (h) (h)

h=1 g1 —xy w2 — x5 ' ... Ts — Ts

3 Editorial note: Printed so. By equation (21.) and by the argument just above it, the
bracketed expression equals 1/R when the z’ DO form a system belonging together and 0
when they do not, so the two alternatives are paired the wrong way round. Kept as printed.
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in allen denjenigen Termen tibereinstimmt, welche negative Potenzen saimmdtlicher

xr enthal]’;en; daSS also
h=1

. - 7&171 70(271
gleich dem Coefficienten von g .

g —

c.xy% Y in der Entwicklung von

XX, X, ist, sobald keines der o verschwindet.
In der Formel (22.) ist A von der Ordnung

sp—m® —m® o),

wéahrend der Nenner X7 X5 ... X, von der Ordnung sy ist. Entwickelt man also
in (22.) rechts nach absteigenden Potenzen der z, so verschwinden die Summen
der Coefficienten von z; .25 *2 ™!

2y ...x;% 71 d. h. die Summen
[e71 [e%) Qs
o () (o) ()
by

h=1 R(M) ’

sobald oy + s + -+ as <mM +m@ +... 4+ m) — s Und man hat also den
Satz:

Ist R die Functionaldeterminante der s Functionen mMtm m m(®)
Grades vV, u® | _u®) nach den Variabeln xy, x9, ..xs, und ist F irgend eine
Function der z, welche den Grad m™ +m®) +...4+m(®) —s—1 nicht ibersteigt, so

(2)ten ten
7

F
verschwindet die Summe der Werthe von ik genommen fiir alle Werthsysteme

der x, welche den Gleichungen
uP = 0, u? = 0, . u® =0

gentigen®.

. . . .Y Y2 Ys . .
Lassen wir endlich zq, x5, ..zs iibergehen in —, == ..~ und die u in

homogene Functionen v dieser s+ 1 Variablen, dividirt durch die entsprechenden
Potenzen von y. Ist dann D die Functionaldeterminante der v nach y1, y2, ..ys,

so hat man auch
D

= O @ ) g
ym D +m® ot

und da auch F in eine homogene Function ® dividirt durch y™ " +m® +--+m? —s-1
iibergeht, so erhélt man die Formel

Py
0=%—.
D
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Weil nun die Gleichungen bestehen:*

oM oM ovM
Yoy TV T T Y =0,

v ov?) ov@
Yoy TV, Tt Uy =0

ov'®) ov(®) ov(®)
Yoy TP T Y

*) Fiir drei Gleichungen hat Jacobi diesen Satz ohne Beweis mitgetheilt.
Band 15, dieses Journals pag. 307.
so verhélt sich
Yy :...:ys=D:Dy:...: Dg,

wo D; die Functionaldeterminante der v nach den y mit Auschluss von y;, und
mit passend gewéhltem Vorzeichen bedeutet. Es ist daher auch
Y cytay+-+csys
v 9y ov(®)
dy1 dy2 T Oys

9

Y+e

welche Werthe auch den c¢ beigelegt werden. Und endlich hat man den Satz,
welcher der oben angewandte Hiilfsatz selbst ist:

Sind vV, v®, v homogene Functionen von y, y1, ..ys von den Ord-
nungen mi, ma, ..msg, und ist ® eine homogene Function der Ordnung m™) +
m® + ...+ m) —s—1, so verschwindet immer die Summe der Ausdriicke

@.(Cy + C1Y1 + -+ Csys)
o™ 9v?  gu)’
Oy1 Oy Oys

c

gebildet fiir alle Werthsysteme der y, welche den Gleichungen v(t) =0, v(?) =0,
) =0 gleichzeitig geniigen.

§. 14.

Bestimmung der Constanten, und Umkehrung des Satzes
iiber die Punkte einer Curve mn'*" Ordnung, welche auf
einer Fliche £**" Ordnung liegen.

Kehren wir zu der vollstdndigen und nicht zerféllbaren Schnittcurve der Fléchen
u =0, v =0 m* und n* Ordnung zuriick. Die irgend einem Punkte

4 Editorial note: Rows 2 and 3 below are printed with the coefficient yo on the second
term. FEuler’s relation for a homogeneous function, of which row 1 is the pattern, pairs y;
with dv/dy1, so y1 is what the argument requires. Kept as printed.
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der Curve entsprechenden {iberall endlichen Integrale seien wieder uq, ua, ..up
mn(m+n — 4)
2
Indices unterschieden.
Fiir die mnk Schnittpunkte der Curve mit einer Fliche k** Ordnung, w = 0,
hat man dann nach dem Vorigen:

p= + 1>, und werden fiir verschiedene Punkte durch obere

Y 4 ul® g =

ugl) + ug?) 4oy uémnk) =

72: (23.)

u;l) + uéQ) NI u‘;mnk) =1,

wo die v nur noch von der Ordnung von w abhingen. Da ferner die Fliche n®*
Ordnung® als System von k Ebenen erscheinen kann, so hat man offenbar

v; = k.c;, wo die ¢ dem Durchschnitt einer Ebene mit der Curve entsprechen.
Endlich sind (vgl. §. 3) diese Constanten Null, wenn w in eine Function O
iibergeht, also fir k = m+n — 4, und sind daher iiberhaupt Null. Und man hat
den Satz:

Die Summen der entsprechenden, tberall endlichen Integrale, ausgedehnt
dber die Schnittpunkte einer algebraischen Fliche mit der gegebenen Curve,
sind gleich Null.

Nach Jacobi (dieses Journal Bd. 15, p. 305) bestimmen sich von solchen mnk
Punkten einer gegebenen Schnittcurve zweier Flichen m®*" und n'*" Ordnung,
welche auf einer Fliche k*" Ordnung liegen konnen, immer eine gewisse Zahl
durch die iibrigen; und zwar ist die Zahl der durch die iibrigen bestimmten,
wenn

kz2m+n-—3, k2> m, kZ=n,

genau gleich p. Ist aber k < m+n—3, so wird diese Zahl kleiner, nadmlich gleich

m+n—k—1lm+n—k—2m+n—k—3
6 b

p—

so lange k grosser als die Zahlen m, n bleibt; sie ist gleich

_k+1.k+2.k+3+k—n+1.k—n+2.k—n+3

k
mn 5 5

+1,

wenn m > k 2 n — 3, und gleich

E+1k+2k+3
mnk — + 1,
6
wenn k kleiner ist als beide Zahlen. Hieraus geht hervor, dass, wenn k 2 m+n—

3, die Zahl der Gleichungen (23.) genau gleich der Zahl der mittelst derselben

5 Editorial note: Printed n'®*. It is the cutting surface w = 0, of order k, that is allowed to
degenerate, and the same clause counts k planes, so k%" is what the argument requires. Kept
as printed.

36



zu bestimmenden Punkte ist, welche neben einer Anzahl beliebig zu wdahlender
auf einer Fldche k*" Ordnung liegen kénnen; und dass, wenn k < m +n — 3,
die Anzahl jener Gleichungen grdsser, insbesondere bei k = m +mn — 4, um 1
grosser ist, ohne dass dieselben deswegen aufhdren kénnen vertraglich zu sein.

Bemerken wir nun, dass nach dem Abelschen Theorem die Differentialgle-
ichungen

dul? + dul® + -+ du{™™ =0,
dugl) + duéz) + -+ duémnk) =0,

dul(}) + dul(f) +-- 4 dul(,m"k) =0

die vollsténdige algebraische Integration zulassen, so sehen wir, dass ins-
besondere diese algebraischen Integrale vermittelst einer geeigneten Bestim-
mung der in ihnen enthaltenen Constanten dahin miissen gebracht werden kon-
nen, die Bedingungen auszudriicken, unter welchen mnk Punkte der Curve auf
einer Fliche k** Ordnung liegen. Da nun die passende Bestimmung dieser Con-
stanten in der transcendenten Form der Integralgleichungen soeben geleistet ist,
so kann man den umgekehrten Satz aufstellen:

Sobald zwischen den tberall endlich bleibenden, den von Herrn Riemann
aufgestellten Bedingungen gemdss gebildeten Integralen die Gleichungen beste-
hen:

ugl) + u§2) + o+ u§’"”k) =0,

w4 1l =, (24.)

ul) +ul® R =,

liegen die entsprechenden mnk Punkte der Curve auf einer Fliche k*" Ordnung.

§. 15.

Beriihrungsflaichen, welche durch gegebene Punkte der Curve
gehen. Systeme von Beriithrungsflachen.

Die Aufgaben, welche im Fritheren bei ebenen Curven behandelt sind, konnen
nun in ganz dhnlicher Weise bei Raumcurven durchgefithrt werden.

Es sei k =2 m+n—3; auf der Curve mn*®" Ordnung seien mnk — pr Punkte
beliebig gegeben; man soll durch sie eine Fliche k'™ Ordnung*) legen, welche
die Curve in p Punkten r-punktig berihrt.

< :mn(m;-n—zl) +1)'

*) Ist k = n, k < m, so wird die Fliche k** Ordnung insofern unbes-
timmt, als jede Fliche £*** Ordnung, welche durch den Schnitt derselben mit der

37



Fliche n*** Ordnung hindurchgeht, denselben Bedingungen geniigt. In diesem
Falle kann man also statt von der Fliche k%" Ordnung, von der Raumcurve
kn'™ Ordnung sprechen, welche bei solchen Verinderungen constant bleibt,
und kann dieser die Eigenschaften beilegen, welche von der Fliche k** Ord-
nung gefordert werden. Ist dagegen k auch = m, so hat jede Fliache die ver-
langten Eigenschaften, welche durch die Schnittpunkte der drei Flichen m'e",
n', k%" Ordnung hindurchgeht. In diesem Falle also hat man es nur noch
mit einem bestimmten Punktsystem zu thun, welches das gemeinsame Element
eines Flachenbiindels bildet.
Die Anzahl der in der Aufgabe enthaltenen Bedingungen ist

mnk — pr + p(r — 1) = mnk — p.

Nehmen wir hinzu, dass nach dem Vorigen fir die mnk Schnittpunkte einer
Fliche £** Ordnung mit der Curve p Bedingungen eintreten, so sicht man, dass
die Aufgabe sowohl bestimmt als 16sbar ist. Aber nur die Beriihrungspunkte
sind unter allen Umsténden wirklich bestimmt; die Fliche k%" Ordnung selbst
kann, je nach der Grosse von k, mehr oder minder willkiirlich bleiben.

Die den gegebenen Schnittpunkten entsprechenden Integralsummen seien
nun Uy, Us, ..Uy; die den gesuchten p Beriithrungspunkten entsprechenden seien
v1, V2, ..Up. Die Gleichungen (24.) gehen dann fiir den vorliegenden Fall iiber
in:

rvy = —Uy,
rvg = —Us,
rop, = —Up,
oder in:
U A
v =—— + —,
r r
Uy A
Vg = —— + —,
r T
_ U 4
vp=—— + —.
r r

Die p Beriihrungspunkte bestimmen sich also durch eine Gleichung p'*" Grades,
deren Coefficienten §-Functionen mit den Argumenten v sind. Die letzteren
enthalten die 2p Zahlen m, ¢ in den A, und da jeder derselben alle Werthe
von 0 bis r — 1 beigelegt werden diirfen, so ist die Anzahl aller Losungen des

Problems:
,],,21) _ Tmn(m+n—4)+2

Man kann hier &hnliche Betrachtungen anstellen, wie in §. 4, und findet den
Satz:

Wenn man durch r—1 Systeme von Berihrungspunkten und durch die gegebe-
nen Punkte eine Fliche k' Ordnung legt, so schneidet sie die gegebene Curve
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in p Punkten, in denen eine durch die gegebenen Punkte gehende Fliche k"
Ordnung die Curve berthrt.

Von den r — 1 Systemen kénnen mehrere zusammenfallen, wo denn die er-
sterwihnte Fliche k' Ordnung an solchen Punkten beriihren muss.

Von den gegebenen Punkten kénnen selbst ¢ mal r so zusammentreten, dass
in ihnen die gesuchte Fliache ebenfalls r-punktig bertihrt. Alsdann beriihren also
die betrachteten Flichen in (p 4+ p) Punkten r-punktig, und gehen ausserdem
durch mnk — (p + u)r gegebene Punkte.

Lassen wir nur die letzteren gegeben sein, so wird die Aufgabe offenbar
unbestimmt, und es kénnen immer g Berithrungspunkte beliebig gewahlt wer-
den, wo denn jedesmal die Aufgabe noch r?? Lésungen gestattet.

Hiebei entsteht der Begriff eines Systems von Bertihrungsfiichen. Durch
continuirliche Aenderung der p wihlbaren Berithrungspunkte kann man aus
einer Beriihrungsfliche unendlich viele stetig ableiten; aber nur diejenigen, fiir
welche das System der A dasselbe ist. Bezeichnen wir also als System wvon
Beriihrungsflichen solche, die durch stetigen Uebergang aus einander abgeleitet
werden konnen, so hat man den Satz:

Eine Curve m.n®" Ordnung ldsst r Systeme von Bertihrungs-
flichen k" Ordnung zu, welche die Curve in p~+ u Punkten r-punktig beriihren,
und ausserdem durch mnk — (p+ p)r auf der Curve gegebene Punkte geht; wobei
k =2 m +n — 3 vorausgesetzt wird.

Und man hat tber dieselben (vgl. §. 5.) folgende Sétze:

Die Beriihrungspunkte von irgend v Flichen desselben Systems liegen auf
einer Fliche k*" Ordnung, welche durch die festen Punkte hindurchgeht.

Legt man durch die gegebenen Punkte und durch r — 1 Systeme von je p+ p
Bertihrungspunkten, welche gleichen oder verschiedenen Systemen angehéren
kénnen, eine Fliche k™" Ordnung, so trifft dieselbe noch immer ein rt®> System
von Berthrungspunkten.

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo mnk durch r theilbar ist. In diesem
Falle kann man alle Schnittpunkte der Fliche k*** Ordnung mit der Curve zu

mn(m+n—4)+2

r in —— Punkte zusammenriicken lassen, und man erhéilt dann Systeme von

r
Beriihrungsflichen, welche die gegebene Curve r-punktig beriihren, wo sie der-
selben begegnen. Diese Systeme sind dadurch wichtig, dass sie nur noch von
der Natur der Curve selbst abhéngen, nicht mehr von der Lage eines beliebig

k
auf ihr gewahlten Punktsystems. Die p 4+ pu = mnr Integrale uy, welche den

Beriihrungspunkten entsprechen, werden hier bestimmt
durch Gleichungen der Form:

( mnk )
T

A
ugbl)—i-uf)—i—u-—i—uh ETh.
Man leitet daraus, wie in §. 6, den Satz ab:
Wenn k =2 m+n—3 und mn = (p+ p)r, so giebt es Systeme von Flichen
k" Ordnung, welche die Curve m.n'*" Ordnung in p + p Punkten r-punktig

beriihren. Die Zahl der Systeme ist 2P, wenn k und r relative Primzahlen sind;
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ist dagegen k = k's, r = r's, und sind k', v’ relative Primzahlen, so ist die
Anzahl der Systeme r2P — /2P,

Satze iiber die Lage der Beriihrungspunkte erhélt man, wie in §. 6 angedeutet
ist.

§. 16.

Beriihrungsflaichen, welche nur in endlicher Anzahl exis-
tiren.

Unter den soeben behandelten Aufgaben zeichnen einige sich durch die Eigen-
schaft aus, vollig bestimmt zu sein.
Ist Kk 2 m +n — 3 und mnk = pr, so hat man eine in p Punkten r-punktig

beriithrende Flédche vor sich, deren Beriihrungspunkte wenigstens vollkommen

mn(m +n — 4)

bestimmt sind. Nun kénnen die Zahlen mn und p = + 1 nur

den Factor 2 gemein haben, und zwar auch diesen nur, wenn eine der Zahlen m,
n die Form 4h + 2 hat, wihrend die andere ungerade ist. In diesem Falle setze
man

D _mn
=55 =58

k

in jedem anderen
k=p.s, r=mn.s,
und man erhélt nach den Sdtzen des vorigen §. fiir die in Rede stehenden
Aufgaben, deren Losung auf der Hand liegt, folgende Bestimmungen:
Fiir eine Curve m.n'*" Ordnung giebt es n?P(s?P — 1) Beriihrungsflichen der
Ordnung p.s, welche in p Punkten mn.s-punktig beriihren. Nur wenn eine der

2p
Zahlen m, n von der Form 4h+2, die andere ungerade ist, giebt es (%) (%P —

1) Beriihrungsflichen von der Ordnung g.s, welche in p Punkten %.s—punktig

berihren.5

Ueber die gegenseitige Lage der Systeme von Berithrungspunkten gelten
analoge Sétze wie bei den Systemen von Beriithrungsflachen.

Aber zu diesen Aufgaben treten andere, welche ebenfalls vollig bestimmt
und dadurch merkwiirdig sind, dass fiir n = 1, m = 4 die Doppeltangenten der
Curven vierter Ordnung als specieller Fall erscheinen. Ist ndmlich k < m+n—3,
aber zugleich k gleich oder grosser als die Zahlen m, n, so ist nach §. 16 die zur
Bestimmung der Schnittpunkte der Flache mit der Curve gleich

p_m+n—k—1.m+n—k—2.m—|—n—k—3
6

n\ 2p
6 Editorial note: Printed n2P and (f . The curve here is of order m.n, not n, and the
theorem of §. 15 that this specializes gives the count as a power of the number of systems,
mn\ 2p
so (mn)?P and (—) are what the argument requires; the n?? of the corresponding plane

theorem in §. 7, where the curve really is of order n, appears to have been carried over. Kept
as printed.
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ter

Damit eine Flache n*" Ordnung iiberall, wo sie die Curve trifft, r-punktig

-1
beriihre, sind mnk.. = Bedingungen zu erfiillen. Diese Zahl wird der vorigen

r
gleich, und also die Aufgabe vollig bestimmt, wenn r =2, kK =m +n — 4. Und
man hat also den Satz:

Die Curve m.n'*" Ordnung kann von einer bestimmten Anzahl von Flichen

mn(m+n — 4)

der Ordnung m+n—4 in Punkten zweipunktig berihrt werden.

Dies ist selbst dann noch richtig, wenn, was anfangs ausgeschlossen wurde,

k = m + n — 4 kleiner als eine der Zahlen m oder n wird. Ist ndmlich n = 2
oder n = 3, so hat man k = m — 2 oder k = m — 1. Nach §. 16 muss, damit der
vorstehende Satz dann noch richtig bleibe, die Gleichung

k+1k+2k+3 k—n+lk—-n+2k—-—n+3 mnk
- + +1=—

6 6 2

stattfinden, was wirklich der Fall ist.

Die Bertihrungspunkte einer solchen Fliache werden, wie in §. 8 die Beriihrungspunkte
der Curven, aus den Gleichungen

mnk

p— A
Ugl) + u§2) + -+ ’UJgp D = 721,

_ A
uél) uf) ugp D= 227

A
R e

gefunden, welche nur bestehen kénnen, wenn zwischen den in den A enthaltenen
Zahlen m, q die Relation besteht:

miqi +maqa + -+ +mpq, = 2h + 1.

Man findet daraus nach der Schlussweise des angefiihrten §.:
Die Anzahl dieser Berihrungsflichen ist:

27n,n(m,2+n—4) {Zmn(m;n74)+1 _ 1} .

Ueber die gegenseitige Lage der Systeme von Berithrungspunkten vgl. §. 8. Ins-
besondere findet sich, dhnlich wie dort, hier der Satz:

mn(m+n —4)

2

Ordnung, welche, bei geradem m + n von gerader, bei ungeradem m + n
von ungerader Ordnung sind, und welche die Curve m.n'®" Ordnung dberall,
wo sie derselben begegnen, zweipunktig beriihren, giebt es immer 2P~1(2P — 1)
Systeme, bei welchen die Berihrungspunkte jeder Fliche mit denen einer bes-
timmten der vorhin behandelten Beriihrungsflichen (m + n — 4)*" Ordnung in

Unter den 2P (p = + 1) Systemen von Berihrungsfiichen

kter
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k+m+n—4
einer Fldche %t” Ordnung liegen; und es giebt, wenn m + n ger-

ade, 2P71(2P + 1) — 1, wenn m + n ungerade, 2P~1(2P + 1) solcher Systeme,
bei welchen die Berihrungspunkte einer Fldache niemals auf einer Fldche der
k+m+4n—4

Ordnung 5

liegen.

§. 17.

Curven vierter Ordnung, welche den Schnitt zweier Flichen
zweiter Ordnung bilden.

Die einfachsten vollstdndigen Raumcurven sind die der vierten Ordnung, welche
den Durchschnitt zweier Flachen der zweiten Ordnung bilden. Fiir diese ist
p = 1, sie fithren also auf elliptische Functionen, wovon man sich auch durch
directe Betrachtung des iiberall endlich bleibenden Integrals tiberzeugt. Vier
Punkte, welche in einer Ebene liegen, geniigen dann bei geeigneter Bestimmung
iiber den Anfangswerth jenes Integrals der Gleichung:

I R GO B € iy

Statt der Modulsysteme A kann man hier die Grossen 2aK + 2biK’ setzen.
Zunéichst also findet man, indem man die Grossen u sémmtlich einander gleich
setzt, die Punkte, in welchen eine Ebene vierpunktig berihren kann, aus der

Formel:
2aK + 20K’

4
Die Zahlen a, b konnen die Werthe 0, 1, 2, 3 erhalten; die Anzahl solcher Punkte
ist also 16, wie bekannt. Fir einen derselben ist a = 0, b = 0, also auch
u = 0; die untere Grenze des Integrals u ist daher so zu wdhlen, dass fir den
Bertihrungspunkt einer Wendungsberihrebene das Integral verschwindet.
Léasst man nur drei der u einander gleich werden, so hat man eine Gleichung
der Form:

u (25.)

u+3u =0,
oder 20K + 2biK’
+
U/E—g—i—%, (26.)

woraus der Satz folgt:
Durch jeden Punkt der Curve vierter Ordnung kann man neun Schmiegungsebe-
nen an die Curve legen.
Unter diesen ist die Schwingungsebene” im Punkte selbst nicht enthalten.
Lésst man nur zwei der u einander gleich werden, so hat man
” ut+u 20K + 2biK’

E — 27.

7 Editorial note: Printed Schwingungsebene, the plane of oscillation. The sentence before
it, the sentence after it and the mathematics all require Schmiegungsebene, the osculating
plane. Kept as printed.
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d. h.

Durch je zwei Punkte der Curve lassen sich vier Tangentenebenen an dieselbe
legen.

Werden auch die andern u einander gleich, so hat man eine doppeltberiihrende
Ebene, und fiir die Berithrungspunkte®

,  2aK +2biK’

5 ; (28.)

u+u
d. h.

Es giebt vier Systeme von Ebenen, welche die Curve zweimal berihren, und
durch jede Tangente geht eine Ebene jedes Systems.

Wenn man die vier Argumente u”, welche aus der Gleichung (27.) entsprin-
gen, addirt, so findet man ihre Summe gleich —2(u + '), d. h.

Durch irgend zwei Punkte der Curve und die Berihrungspunkte der durch
sie an die Curve gelegten Tangentenebenen, ldsst sich eine Schaar von Flichen
zweiter Ordnung legen, welche in den gegebenen Punkten die Curve berihren.

Von den 9 Punkten (26.), in denen eine aus einem gegebenen Punkte gelegte
Schmiegungsebene die Curve beriihren kann, liegen drei mit dem gegebenen in
einer Ebene, so oft die Summen der entsprechenden a und der entsprechenden b
durch drei theilbar sind. Mit Riicksicht auf die von mir pag. 111 dieses Bandes
gegebene Darstellung der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung kann man
diese Beziehungen durch folgenden Satz ausdriicken:

Wenn man einen Punkt der Curve vierter Ordnung mit denjenigen 9 Punkten
verbindet, in denen eine von demselben gelegte Schmiequngsebene

die Curve beriihren kann, und wenn man diese 9 Strahlen durch irgend eine
Ebene schneidet, so erhdlt man ein Punktsystem, welches das System von Wen-
depunkten einer Curve dritter Ordnung sein kann.

Ferner:

So oft drei dieser 9 Punkte mit dem gegebenen in einer Ebene liegen, liegen
die anderen 6 auf einer Schaar von Flichen zweiter Ordnung, welche in dem
gegebenen Punkte die Curve berihren.

Alle 9 Punkte liegen auf einer Schaar von Fldichen dritter Ordnung, welche
in dem gegebenen Punkte die Curve dreipunktig beriihren.

Betrachten wir noch die gegenseitige Lage der Beriihrungspunkte der Wen-
dungsberiihrebenen, welche durch die Formel (25.) gegeben sind. Bezeichnen
wir irgend einen jener 16 Punkte, den Coefficienten a, b entsprechend, durch
(a,b), so liegen offenbar, weil die entsprechenden u zusammen congruent 0 sind,
(a,b), (a +2,b), (a,b+2), (a+ 2,b+ 2) in einer Ebene. Ferner ist auch mit
0 congruent die Summe irgend zweier der solchen vier Punkten angehoérigen
Integrale, multiplicirt mit 2. Man hat daher die Sétze:

Die 16 Berihrungspunkte der Wendungsberihrebenen theilen sich in vier
Gruppen zu vier. Je vier Punkte derselben Gruppe liegen in einer Ebene; und

8 Editorial note: Equation (28.) is printed with a two-bar =, where (25.), (26.) and (27.)
all set the three-bar =. These are congruences with respect to the periods, not equations, so
= is what the argument requires. Kept as printed.
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die Tangenten je zweier Punkte derselben Gruppe liegen gleichfalls in einer

Ebene, so dass solche vier Tangenten sich in demselben Punkte schneiden.
Bekanntlich sind jene vier Ebenen die des beiden Flichen gemeinsamen Po-

lartetraeders, und die letzterwdhnten Punkte sind die Ecken desselben.

§. 18.

Raumcurven sechster Ordnung.

Die Theorie der Curven sechster Ordnung, welche der vollstdndige Durchschnitt
von Flachen zweiter und dritter Ordnung sind, kniipft sich wesentlich an die
Theorie der dreifach beriihrenden Ebenen, welche fiir sie fast ganz dieselbe Rolle
spielen, wie die Doppeltangenten fiir die ebenen Curven vierter Ordnung. Man
hat fiir diese Curven p = 4; die Bedingungen also dafiir, dass 6 Punkte der
Curve in einer Ebene liegen, sind enthalten in den Gleichungen

WV a4 ul® =0,

wg) g 4o+ =0,
g Fuf? + o =0,
ufll)+u4(12)+--~+ui6) =

Dreifach beriihrende Ebenen erhélt man, wenn dreimal zwei Systeme der u

zusammenfallen, wenn also
) +up +uy = %
Der Schluss des §. 16 fithrt dann sofort auf folgende Sétze:

Es giebt 120 Ebenen, welche eine Raumcurve sechster Ordnung in drei ver-
schiedenen Punkten berihren.

Legt man durch irgend drei Beriihrungspunkte einer solchen FEbene eine
Fliche h*" Ordnung, so schneidet sie die Curve noch in 6h — 3 Punkten, in
welchen dieselbe von einer Fliche (2h — 1)*" Ordnung zweipunktig beriihrt wer-
den kann. Man erhdlt so 120 Systeme von Beriihrungsflichen (2h — 1)" Ord-
nung. Es giebt deren moch 136 andere, deren Berihrungspunkte nie auf einer
Fliche ht" Ordnung liegen. Aber alle 256 Systeme haben die gemeinsame Eigen-
schaft, dass die Beriihrungspunkte je zweier Fldchen desselben Systems auf einer
Fliche (2h — 1)*" Ordnung liegen.

Ferner:

Es giebt 255 Systeme von Fldachen zweiter Ordnung, welche die Curve sechster
Ordnung in 6 verschiedenen Punkten beriihren; die Berihrungspunkte je zweier
Fldchen desselben Systems liegen auf einer Fldche zweiter Ordnung.

In jedem dieser Systeme kommen 28 Flichen vor, welche in Paare dreifach
beriihrender Ebenen zerfallen. Die 12 Beriihrungspunkte je zweier solcher Paare
liegen auf einer Fldchenschaar zweiter Ordnung, d. h. auf einer Raumcurve
vierter Ordnung.
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255.28.2
Solcher Raumcurven vierter Ordnung giebt es hienach ﬂ Aber da

ein System von vier Ebenen auf drei Arten in zwei Paare getheilt werden kann,

so ist dabei jede Curve vierter Ordnung dreimal gerechnet. Die wirkliche Zahl

255.28.27
dieser Curven vierter Ordnung ist daher ————— = 32130.

Da siammtliche 360 Beriihrungspunkte auf mehrfache Weise so unter 30
Flichen zweiter Ordnung (Raumcurven vierter Ordnung) vertheilt werden kon-
nen, dass kein Punkt auf mehreren Fléchen liegt, so liegen alle 360 Beriihrungspunkte
auf einer Fldchenschaar der sechszigsten Ordnung, und sind der vollstindige
Durchschnitt derselben mit der Curve sechster Ordnung.

Damit 12 Punkte der Curve sechster Ordnung auf einer Flachenschaar zweiter
Ordnung, oder auf einer Raumcurve vierter Ordnung liegen, miissen

die Gleichungen

u,(cl) + u,(f) 4+ 4 u}({12) =0
erfullt sein. Lasst man viermal drei Punkte zusammenfallen, so ergeben sich die
verschieden gebliebenen Integrale aus Gleichungen der Form

ug + u) + uy +uy = %,
wonach sich die Punkte jedesmal mittelst einer Gleichung vierten Grades bes-
timmen. Man hat also den Satz:

Es giebt 3% = 6561 Raumcurven vierter Ordnung, welche die Raumcurve
sechster Ordnung in vier verschiedenen Punkten dreipunktig beriihren.

Und:

Legt man durch die Berihrungspunkte zweier solcher Curven eine Flache
zweiter Ordnung, so schneidet sie die Curve sechster Ordnung moch in den
Beriihrungspunkten einer dritten Berihrungscurve.

§. 19.

Erweiterung eines Steinerschen Problems.

Im Vorigen sind ausschliesslich Beriihrungsaufgaben behandelt, und gezeigt, wie
die Losung derselben mit Hiilfe der Abelschen Functionen sich aufs Einfachste
darstellt. Ich werde jetzt noch ein anderes sehr allgemeines Problem unter-
suchen; ein Problem, dessen speciellster Fall von Steiner behandelt ist, und
von welchem ich p. 94 u. folgg. dieses Bandes eine analytische Losung gegeben
habe, welche sich im Wesentlichen gleichfalls auf die hier auseinander gesetzten
Principien stiitzt. Dieses allgemeine Problem lautet folgendermassen:

Gegeben sind v Gruppen von je mnk — pf Punkten einer Curve mn'" Ord-
nung (k =2 m +n — 3); gesucht r Systeme von je p Punkten auf derselben,
in folgender Art. Eine Fliche k' Ordnung soll durch die Punkte der ersten
Gruppe und die ersten f — 1 Systeme gehen; sie ist dadurch vollstindig bes-
timmt, und ihre tibrigen Schnittpunkte mit der Curve bilden das f¢ System.
Eine zweite Fliche k*" Ordnung soll durch die zweite Gruppe und durch das
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2te 3te . fte System gehen; sie bestimmt das f + 1% System. Auf diese Weise
soll man fortfahren, so dass der Reihe nach r Fldichen k'" Ordnung gebildet
werden, und dass die Reihe der Systeme sich schliesst, indem nach dem rté"
System kein neues mehr erzeugt wird, sondern wieder das erste, nach diesem
das zweite, u. s. w.

Man erhéalt die entsprechende Aufgabe fiir die Ebene, indem man nur n =1
setzt.

Bezeichnen wir die den Gruppen entsprechenden Integralsummen durch wy,
die den Systemen entsprechenden durch vy, indem wir die verschiedenen Grup-
pen und Systeme durch obere Indices unterscheiden. Der Ansatz des Problems
ist dann in folgenden Gleichungen enthalten:

(1) (2)

oV 4o () = _ D)

+..._|_ka __wk R

o® 4 o® 4D = @) »

v,(:) + v,gl) + -4 v,(cf_l) = —w,(;).

Um die Loésung dieser fiir die v linearen Gleichungen zu erleichtern, werde ich
(h)

unter v, ° auch dann noch eine Grosse vy, verstehen, wenn der Index h den

Werth r iiberschreitet; und zwar soll v,(ch) dann dasjenige v bedeuten, dessen
oberer Index bei der Division von h durch r als Rest bleibt. Aus den obigen
Gleichungen leiten sich dann zunéchst folgende ab, in denen h einen beliebigen
Index bedeutet:

w](€h+1) B w](ch) _ Ul(ch) _ U](gf+h);
daher auch:
A=s—1
éo {w,gh““f )P >} = oM — e, (2.)

Nun bemerkt man, dass zwei Fille unterschieden werden miissen. Sind ndm-
lich f und r nicht relative Primzahlen, also etwa

f=gf, r=gr,

wo f’, r' relative Primzahlen sind, so steht auf der rechten Seite Null, sobald
man s = 7’ macht. Man wird dann also auf Bedingungen zwischen den v gefiihrt,
und kann folgenden Satz aussprechen:

Sind f, v nicht relative Primzahlen, sondern ist f = gf’, r = gr’, wo f', r’
relative Primzahlen sind, so ist die obige Aufgabe nur moglich, wenn die p(g—1)
Bedingungen erfillt werden:

wl(cl) + w,(cfﬂ) + (r'=1)f+1)

(f+2)

- + w](<:
= w,(f) + wy; + -+ w,(c(rlfl)fﬁ)

W'~ DI+a),

)

Ew,gg)+w,(€f+g)+-~+
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und wenn diese Gleichungen erfillt sind, so gestattet die Aufgabe unendlich
viele Losungen, indem die ersten f —1 Systeme ganz willkiirlich gewdhlt werden
kénnen.

Sind dagegen f, r relative Primzahlen, so kann man mittelst der Gleichung
(2.) alle vy durch irgend eines derselben ausdriicken, und erhélt:

htsf) = ) | A {wk

h+A h+1+X
v +3 (RAAD) _ g (1 f)}. (4.)

Addiren wir nun sémmtliche Gleichungen (1.), so findet sich
[Xup = —Xwy,

oder, wenn Ywy, = zj, gesetzt wird, und man bemerkt, dass sémmtliche v nach
(4.) dasselbe Submultiplum der Perioden, ihre Summe also das r-fache eines
solchen enthalten muss:

z rA

v,(cl) Jrv,(f) +~~+11](CT) = f—kJr—k.

o f
Setzen wir in diese Gleichung die oben in (4.) erhaltenen Werthe der v ein, so
kommt:

(h) | s=tAsgl ( (h+AS) (h+1+/\f)) _ %, Ak
T+ w —w =——4+ —
k 52::1 ,\Eo k k f f
A=r—2
= ’I"U,(Ch) + ¥ (r=X-1) (w,gh+Af) - w,ih+1+>‘f)> .
A=0
Fiithrt man also endlich die Bezeichnung ein:
z,gh) =(r— 1)w,(€h) +(r— 2)w,(ch+f) 4+ 4 1.105?““2”)7 (5.)

so ergiebt sich:
oM = _Zk M+ﬂ (6.)
T r 7

Durch diese Formel ist die Losung der Aufgabe vollstindig gegeben, da man
aus den gefundenen Werthen der v die Punkte der Systeme mittelst Gleichungen
p*e® Grades berechnet. Da in den A die Zahlen m, g alle Werthe von 0 bis f —1
erhalten diirfen, so erhdlt man das Resultat:

Wenn f, r relative Primzahlen sind, so ist die Aufgabe auf f?P Arten losbar.

Diese Aufgabe hat Steiner a. a. O. nicht behandelt; wohl aber bei ebenen
Curven dritter Ordnung (p = 1) einen besonderen Fall des oben als unbestimmt
erkannten Problems. Man kann ndmlich festsetzen, dass die r = gr’ Gruppen
nicht sémmtlich verschieden sein sollen, sondern dass nur g

verschiedene Gruppen existiren, welche r'mal hinter einander in derselben
Reihenfolge benutzt werden. Man kann ferner festsetzen, dass die Anzahl der
Punkte jeder Gruppe gleich p sei, wie in den Systemen, dass also

mnk = p(f +1).
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Aehnlich wie in §. 16 ergiebt sich dann

k':g.s, f:7.8—17

wenn eine der Zahlen m, n von der Form 4h + 2, die andere ungerade ist; und
k = ps, f=mns—1
in jedem anderen Falle. Die Gleichungen (3.) gehen dann iiber in:

r’.w,(cl) =

(2) (9)

/ —
Ty =Ty,

und wenn also die erste Gruppe beliebig angenommen wird, so bestimmen sich
die Punkte der tibrigen Gruppen den Gleichungen

A
o =ufd 4 2,

r

A/
uf? =) 4 A,

T

A(Q—Q)
w}(:z) zw,(;) + kr/

entsprechend durch ebensoviel Gleichungen p**® Grades. In diesen Gleichungen
konnen den in den A vorkommenden Zahlen m, ¢ die Werthe 0, 1, .77 — 1
beigelegt werden; doch so, dass niemals zwei Systeme der A mit ungleichen
oberen Indices gleich werden. Die Anzahl aller moglichen, zu einer gegebenen
gehorigen Reihen von Gruppen ist also:

PP 1P 2 P (g —1)
12...(g—1)

Unter diesen Losungen der Aufgaben sind aber, wenn 7’ keine Primzahl
ist, auch solche enthalten, bei denen der Kreis von Fldchen sich frither als
nach r’'maliger Benutzung aller Gruppen schliesst, und welche daher fiir das
vorliegende Problem nur insofern mitzdhlen, als die dabei gebildete Reihe von
Flachen mehrfach gerechnet wird.

Dieses ist die unmittelbare Erweiterung des angefithrten Steinerschen Prob-
lems, welches, wie man sieht, fiir alle ebenen und doppelt gekriimmten Curven
eintritt, und in allen Féllen nach den hier entwickelten Principien mit

Leichtigkeit gelost wird. Auch fir die gegenseitige Lage der aus den einzel-
nen Losungen erhaltenen Punktgruppen existiren dhnliche Sétze, wie ich sie
beziiglich des urspriinglichen Steinerschen Problems in der angefithrten Ab-
handlung entwickelt habe. Ein genaueres Eingehen in diese Verhéltnisse wiirde
hier zu weit fithren; auch scheint es, als ob bei so allgemeinen Problemen
vorziiglich die Einsicht von Interesse ist, dass ihre Losung in einer bestimmten
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Weise aus gegebenen Principien abgeleitet werden konne, weniger aber die En-
twicklung der dabei eintretenden Umstédnde, welche der Natur der Sache nach
nicht anders als weitldufig sein kann, wenn sie einigermassen erschépfend sein
soll. —

Ich benutze diese Gelegenheit, um eine Bemerkung beziiglich meiner Ab-
handlung iiber eine Classe von Gleichungen, welche nur reelle Wurzeln be-
sitzen®* (Bd. 62, p. 232 dieses Journals) nachzutragen. Gleichungen der betra-
chteten Art sind bereits frither von Hermite in den Comptes Rendus der Pariser
Akademie, 1855, zweites Semester, untersucht worden, wo sich die Eigenschaft
derselben, nur reelle Wurzeln zu besitzen, angegeben findet.

Giessen, den 28. October 1863.
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