Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens alge-
braischer Gebilde von beliebig vielen Dimensio-
nen.

Von Max Noether in Gottingen.

In der Theorie der algebraischen Functionen einer complexen Variabeln, die im
Wesentlichen auf ABEL, PUISEUX und RIEMANN zuriickzufiihren ist, hat der
Letztere eine Classification der Gleichungen aufgestellt*), welche diese Functio-
nen definiren. Das Characteristische einer Classe ist, dass sich alle derselben
angehorigen Gleichungen eindeutig durch rationale Substitutionen in einander
transformiren lassen. Wenn f = 0 die homogene Gleichung einer Curve n'®
Ordnung mit d Doppel- und 7 Riickkehrpunkten, so ist**)

die Classenzahl der Classe, zu welcher f = 0 gehort, und die Gleichheit dieser
Zahl fiir zwei Curven ist die nothwendige Bedingung fiir das eindeutige Entsprechen
der beiden Curven. Die Zahl p, durch welche man die Ordnung des Zusammen-
hangs derjenigen RIEMANN’schen Fliche messen kann, in welcher sich die zur
Classe p gehorigen algebraischen Functionen geometrisch darstellen lassen, giebt
zugleich die Anzahl der allenthalben endlichen Integrale, welche sich auf eine
solche Function beziehen.

FEine Erweiterung dieses Theorems auf Functionen zweier Variabeln ist erst
vor kurzer Zeit von Herrn CLEBSCH gegeben worden™*). Wenn sich zwei
Flachen rational in einander transformiren lassen, so haben dieselben eine Classen-
zahl gemeinschaftlich, die Herr CLEBSCH als das Geschlecht der Fliche bezeich-
net. Nach dem Theorem, welches Herr CLEBSCH ohne Beweis mittheilt, ist
das Geschlecht p einer Fliche n'** Ordnung f = 0, die nur die gewohnlichen
Singularititen, Doppel- und Riickkehrcurven, besitzen soll, gleich der Anzahl
der in einer Fliche (n — 4)*" Ordnung noch unbestimmt bleibenden Coefficien-
ten, wenn man diese Fldche durch die Doppel- und Riickkehrcurven von f =0
hindurchgehen lésst.

*) Crelle’s Journal, Bd. 54.

**) CLEBSCH und GORDAN, Theorie der ABEL’schen Functionen.

***) Comptes Rendus de I’Acad. des Sciences vom 21. Dec. 1868, p. 1238.

In einer kiirzlich der Societit zu Gottingen mitgetheilten Notiz*) habe ich
diese Theorie nach mehreren Seiten hin ausgedehnt. Der Zweck der folgen-
den Abhandlung ist nun, das erste Theorem dieser Notiz zu beweisen. Das-
selbe ist eine directe Verallgemeinerung des obigen Theorems, und umfasst ein-
mal auch Fldchen mit héhern conischen Knotenpunkten und hoheren vielfachen
Curven, sodann aber auch die algebraischen Gebilde von beliebig vielen Di-
mensionen, fiir welche es in dem analogen Umfange, wie dies eben fiir Flachen
angedeutet wurde, eine Classeneintheilung giebt. Zum Beweise werde ich mich
einer Methode bedienen, die von den Herren CLEBSCH und GORDAN in ihrem



Werke iiber die ,,ABEL’schen Functionen® auf die Untersuchung der Functionen
einer Variabeln angewendet wird, und die den Vortheil besitzt, sich, unter Zufi-
gung einiger Betrachtungen iiber eindeutiges Entsprechen héherer Gebilde und
iiber algebraische Differentialausdriicke, leicht auf Functionen mehrerer Vari-
abeln ausdehnen zu lassen. Es wird hier nur noéthig, die Beweise fiir Functionen
zweier und dreier Variabeln vollstindig durchzufiihren, aus denen sich dann
das allgemeine Resultat sogleich ergiebt. Ich muss zuerst einige Sétze iiber das
eindeutige Entsprechen zweier Flichen und zweier von drei unabhingig Verin-
derlichen abhéngender Gebilde geben, und gehe dann zur Untersuchung der Dif-
ferentialausdriicke tiber, welche sich auf eine algebraische Gleichung beziehen,
um hieraus das erwdhnte Theorem abzuleiten.

§ 1.

Eindeutiges Entsprechen von Flachen.

Zwei algebraische Gebilde entsprechen sich eindeutig, wenn sie durch rationale
Transformationen der Coordinaten in einander iibergefiithrt werden kénnen. Bei
diesen eindeutigen Transformationen kommen Figenthiimlichkeiten vor, die eine
genauere Betrachtung verlangen.

Die Flichengleichung n*®* Ordnung:

f(xh T2, I3, .T4) =0 (1)
werde durch die rationalen Substitutionen

071 = @1(Y1, Y2, Y3, Ya)
072 = p2(Y1, Y2, Y3, Y4)
0x3 = 03(Y1, Y2, Y3, Y4),
074 = @a(Y1, Y2, Y3, Ya)

(2)

*) Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Jahrgang 1869, No. 15: ,Zur Theorie der algebr. Functionen mehrerer com-
plexen Variabeln.

wo ¢ ein willkiirlicher Parameter, die ¢ rationale homogene Functionen s
Ordnung ihrer Argumente y sind, in die Form

M'F(yh Y2, Y3, 94) =0

iibergefithrt. Der irreductible Factor dieser Gleichung,

F(y17 Y2, Y3, y4) = 07 (3)

stellt die transformirte Fldche dar, welche der gegebenen eindeutig entspricht.
Ein Factor M muss sich im Allgemeinen absondern, da F' nicht eine Function
der ¢ sein kann, wenn es moglich sein soll, mit Hiilfe der Gleichung F' = 0 aus
den Gleichungen px; = ¢; die y auch als rationale Functionen der = darzustellen.



Sobald F' dieser letztern Bedingung geniigt, reprisentiren die Gleichungen (2)
und (3) eine eindeutige Transformation. Im Allgemeinen entspricht hier jedem
Punkte der Fliche F' = 0 ein Punkt z der Fliche f = 0, und umgekehrt; im
Besondern kann es jedoch eintreten, dass fiir einzelne oder auch fiir eine ein-
fach unendliche Reihe von Werthsystemen der y die Functionen ¢ sdmmtlich
verschwinden, also die x aus den obigen Substitutionsformeln unbestimmt her-
vorgehen, sowie in den umgekehrten Formeln die y unbestimmt werden konnen.
Die Functionen ¢ lassen sich als Gleichungen von Flidchen betrachten, die mit
F = 0 Punkte oder eine Curve gemein haben kénnen. Fiir solche Werthsys-
teme der y ergeben sich die entsprechenden Werthsysteme der x, indem man
das Werthsystem der y sich dem betrachteten Punkte y anndhern ldsst. Man
kann dabei eines der y, z. B. y4, als Constante ansehen, dann fir yi, y2, y3
resp. y1 +ent, y2 +Ene, y3 +ens setzen, die ¢ nach aufsteigenden Potenzen von
€ ordnen und diese Grosse gegen 0 convergiren lassen. Wenn die Functionen
o in diesem Punkte y einfach verschwinden, so hebt sich dabei der Factor e
heraus, den man in g eingehen lidsst; indem man hierauf ¢ = 0 setzt, gehen die
Gleichungen (2) in die folgenden uber:

or1 = @1 (y1) - m + 1 (y2) -2+ 1 (y3) - M3

0rs = ©5(y1) - + P (y2) - n2 + ¥o(ys) - 03 @
03 = @3(y1) - m + @5 (y2) - m2 + ©5(y3) -z

oxs = @4(y1) - m + @u(y2) -2 + ¥iys) - m3

Zugleich hat man, wenn F' = 0 in y ebenfalls einen einfachen Punkt besitzt, fiir
die n die Beziehung:

0=F'(y1)-m + F'(y2) - m2 + F'(y3) - 3. (5)

Die Elimination von ¢ und der n aus diesen Gleichungen (4) und (5) fithrt auf
die Gleichungen zweier Ebenen, deren Schnittlinie auf der Flache f = 0 liegt
und dem betrachteten Punkte y von F' = 0 entspricht. Dies giebt den Satz:

»Wenn fiir einen einfachen Punkt von F' = 0 die Functionen ¢ in (2) einfach
verschwinden, so entspricht diesem Punkte eine Gerade auf f =0

Im Falle die ¢ in dem einfachen Punkte von F = 0 sdmmtlich ufach ver-
schwinden, hebt sich in der Entwicklung der Gleichungen (2) nach Potenzen von
¢ der Factor e* heraus, indem alle Glieder bis zur u*" Ordnung verschwinden,
und diese Gleichungen nehmen die Gestalt an:

8”901. o 8“901 n—1 8“901 pn—1
0T = B/ B s wralil /I e peal /| 13
oy T oy oy oyt oy ©)
ot p; w
(i=1,23,4).

Indem man eines der n aus Gleichung (5) linear und homogen durch die bei-
den andern ausdriickt und in die Gleichungen (6) einsetzt, findet man die Co-
ordinaten x der dem Punkte y entsprechenden Curve als rationale homogene



Functionen p'®* Ordnung zweier Parameter 1, was zu dem allgemeineren Satze
flihrt:

»sWenn fiir einen einfachen Punkt von F' = 0 die Functionen ¢ in (2) pfach
verschwinden, so entspricht diesem Punkte auf der Fliche f = 0 eine Curve pt®*
Ordnung, welche die Figenschaft hat, ihre Coordinaten als rationale Functionen
eines Parameters ausdriicken zu lassen.“

Dass diese letztere Eigenschaft stattfinden muss, liess sich schon unmittelbar
aus dem obigen specielleren Satze erkennen. Denn man kann immer an Stelle
derjenigen Transformation, welche von der Fliche f = 0 mit der Curve p*®
Ordnung zur Flache F' = 0 fiithrt, zwei successive eindeutige Transformationen
setzen, von denen die erste von f = 0 zu einer Fliche f; = 0 mit einer Geraden
fithrt, die zweite von f; = 0 zu F = 0. Wenn dann die Curve u** Ordnung
und die Gerade einem Punkte y von F' = 0 entsprechen, so miissen, da die
beiden Flachen f und f; sich eindeutig entsprechen, auch die beiden Curven
sich Punkt fiir Punkt entsprechen und somit das gleiche Geschlecht p haben.
Die Transformation zwischen f und f; findet man, indem man die Ausdriicke
der y aus Transformationsformeln zwischen f; und F, die sich immer angeben
lassen, in die Formeln zwischen f und F' einsetzt. Von diesem Princip der
successiven Transformation werden wir noch weiterhin zur Vereinfachung der
Untersuchung Gebrauch machen.

Einem vfachen Knotenpunkte von F' = 0 entspricht auf f = 0 eine Curve,
welche durch die Gleichung;:

_O'F
oyt

OF oy OF
Vy_in .773 .« . > .
Ay ays Ay

v

auF v—1
n + N2 +

L, vr
dyy ' dyo g

v

ns (7)

in Verbindung mit den Gleichungen (4) oder (6) bestimmt wird. Diese Gle-
ichungen fiihren zu dem folgenden Satze:

Wenn fiir einen vfachen Knotenpunkt von F' = 0 die Functionen ¢ simmtlich
pfach verschwinden, so entspricht diesem Knotenpunkte auf f = 0 eine Curve,
deren Geschlecht durch Gleichung (7) bestimmt ist. Den v Fortschreitungsrich-
tungen innerhalb einer durch den Knotenpunkt gehenden Ebene entsprechen
v Punkte dieser Curve, die auf einer Curve p*®* Ordnung liegen, welche die
Eigenschaft hat, ihre Coordinaten rational durch einen Parameter ausdriicken
zu lassen.

Noch einen weitern ganz dhnlichen Satze erhilt man fiir die Curve, welche
eine vielfache Curve von F' = 0 abbildet. Wenn F' die Form hat:

0=1s-A"4+30A" P B+ +,B" =0, (8)

und die Functionen ¢ durch die Curve A = 0, B = 0 einfach hindurchgehen,
also die Substitutionsformeln die Form annehmen:

o0x; = MA + B, 9)

wo die s, A, 4 Functionen der y sind, so findet man die v verschiedenen Punkte
x, welche einem gegebenen Punkte y der vielfachen Curve A = 0, B = 0



entsprechen, indem man die Coordinaten dieses Punktes in die sz, A, p, und

sodann die v Werthe von 4 aus (8) in (9) einsetzt. Die Coordinaten dieser

Punkte 2 werden dann von der Form:
ox; = NAs+ 1iBs, (s=1,2,...v),

woraus folgt, dass die v Punkte x auf einer Geraden liegen. Allgemeiner hat
man:

Wenn durch eine vfache Curve von F' = 0 die Functionen ¢ pfach hin-
durchgehen, so entsprechen einem Punkte dieser Curve v Punkte auf f = 0, die
auf einer Curve p*®* Ordnung vom Geschlechte 0 liegen.

Die Abbildung von vielfachen Curven ergiebt sich, indem man aus den Gle-
ichungen:

0= e ny +sany™" 2+ om0,
A=0, B=0,
0x; = Nt + [Lin2,

die Verhaltnisse der y, ferner > und ¢ eliminirt.

Ich will noch bemerken, dass Riickkehrpunkte von vfachen Curven oder eine
Riickkehrcurve selbst ebenfalls in diesen Satz einge-

schlossen sind, und nur ein unendlich nahes Zusammenriicken der betref-
fenden Punkte z bedingen.

Wenn in den bisher betrachteten Féllen die Functionen ¢ in einem singuléren
Punkte y von F' = 0 nicht verschwinden, so bildet sich der Punkt y durch einen
einzelnen Punkt z auf f = 0 ab, und es ergiebt sich zu jeder Fortschreitungsrich-
tung in y auf F' = 0 eine solche in dem entsprechenden Punkte x von f = 0,
so dass die Curven auf F, die in y einen rfachen Punkt zeigen, einen eben-
solchen in ihrer Abbildung in z zeigen miissen. Wenn endlich drei der Func-
tionen ¢ und die Fliche F' = 0 mehrere Punkte gemein haben, so entspricht
diesen Punkten im Allgemeinen ein Knotenpunkt auf f = 0, der jedoch eine
hohere Singularitét zeigt, als die eines conischen Punktes, ein Fall, den wir da-
her aus unseren spéteren Betrachtungen ausschliessen werden. So kénnen einem
biplanaren Punkte, der sich im Allgemeinen durch zwei sich schneidende ger-
ade Linien oder diesen entsprechende Curven abbildet, speciell zwei getrennte
Punkte entsprechen, wie z. B. in der Reciprokalflache.

Diese und alle weiteren Fille ergeben sich, wenn man mehrere Transfor-
mationen nach einander ausfithrt und bei diesen nur die bisher entwickelten
Abbildungen eintreten lasst.

§ 2.

Eindeutiges Entsprechen von héheren Mannigfaltigkeiten.

Eine homogene Gleichung n*" Grades mit r + 2 Variabeln:

f(l‘l, T2y - vy l‘r+2) =0



definirt das Verhéltniss zweier der Variabeln als algebraische Function von r un-
abhéngig verdnderlichen complexen Gréssen und stellt eine 2rfach unendliche
Mannigfaltigkeit vor. Zur Abkiirzung werde ich im Folgenden eine 2hfach un-
endliche Mannigfaltigkeit als eine 0o?” bezeichnen. Die auf f = 0 liegen-
den Mannigfaltigkeiten sind dann als 00?1, 00?72, .. 00?1 (Curven), oo
(Punkte) zu bezeichnen.

Wenn sich zwei 00", f(x) = 0 und F(y) = 0, Punkt fiir Punkt eindeutig
entsprechen, so wird es im Besondern eintreten, je nachdem sédmmtliche oder
einige der Functionen ¢ der eindeutigen Transformation mehrfach verschwinden,
dass einer co?" auf F = 0 eine co?* auf f = 0 entspricht, wo 2 > h, r > h > 0.

Da bereits der Fall einer co?3 die bei den Abbildungen eintretenden Ver-
héltnisse deutlich {ibersehen lésst, so beschranke ich mich hier auf diesen Fall,
der iiberdies noch dadurch weiteres geometrisches Interesse hat, dass auf ihn die
Gleichungen der Liniencomplexe zuriickfithren.

Die Gleichungen (2) und (3) des vorhergehenden Paragraphen stellen wieder,
wenn sie zu den folgenden'

oxr; = Soi(yh Y2, Y3, Y4, y5)ﬂ (Z = 17 27 e 5)
0= F(yh Y2, Y3, Y1, y5)

erweitert werden, eine eindeutige Transformation dar, durch welche man von
der 00?3, F =0, zu der oo?3

0= f(xla T2, T3, T4, 335),

und umgekehrt, iibergeht.

Fiir diejenigen Werthsysteme der y, fiir welche die ¢;, und zwar nicht sémmtlich
mehrfach, verschwinden, ergeben sich die zugehorigen Werthsysteme der x aus
den Gleichungen:?

ox; = @i(y1) - m + @i(y2) - m2 + @i (ys) - 13 + @i (ya) - m

(i=1,2,...5).

Im Falle hier fiir einen einfachen Punkt y von F' = 0 die Functionen ¢ sémmtlich
einfach, oder eines der ¢ oder mit Hilfe von F = 0 zwei der ¢ zweifach, die
iibrigen einfach verschwinden, folgt, dass dem Punkte y eine auf f = 0 liegende
Ebene entspricht.

Kann man mit Hiilfe von F' = 0 in einem Punkte y drei lineare Combina-
tionen der ¢ im 2'" Grade verschwinden machen, wihrend die iibrigen ¢ fiir
diesen Punkt nur einfach verschwinden, so ergiebt die Elimination der ¢ und 7
drei lineare Gleichungen, deren Losungen f = 0 geniigen, also eine auf f = 0
liegende Gerade, welche dem Punkte y entspricht.

L Editorial note: In the following equation the fourth argument of F is printed y; instead
of y4; an apparent misprint, as the preceding line shows.

2 Editorial mote: In the following display the last term is printed with 77 instead of 74,
matching the argument y4. An apparent misprint, reproduced here as printed.



Wendet man nun auf den Fall des mehrfachen Verschwindens der ¢ das
Princip der successiven Transformation an, so hat man den folgenden Satz:

Im Falle die Functionen ¢ in einem einfachen Punkte von F' = 0 sdmmtlich
verschwinden, entspricht diesem Punkte auf f = 0 eine Fliche, die sich rational
durch zwei Parameter, oder eine Curve, die sich rational durch einen Parameter
ausdriicken l&sst.

Von grosserem Interesse ist der Fall, dass einer Curve auf F = 0 eine Fléache
auf f = 0 entspricht. Wenn A = 0, B = 0, C = 0 die Gleichungen der Curve
sind, so werden hier die Transformationsformeln fiir den Fall, dass die ¢ nur
einfach verschwinden:

0= F(y) = M + B + vC

und die Elimination der A, B, C fiihrt zu dem unvollsténdigen Determinanten-
system:

T Ao o0

Tz A2 2 e

T3 A3 H3 V3

Ty A pa val

Ty A5 M5 Vs

0 X p v

Denkt man sich nun in die A, p, v die Coordinaten eines Punktes y

der Curve A =0, B =0, C = 0 eingesetzt, so stellt dieses System die dem
Punkte y entsprechende Curve, eine Gerade vor.

Die Gleichungen A =0, B =0, C' = 0 bestimmen aber eine Curve, der eine
ganze Flache entspricht. Diese erhélt man, wenn man aus den Gleichungen:

0=Am + un2 +vns
0x; = N1 + pan2 +vimz, (i=1,2,...5)
A=0, B=0, C=0

drei der Verhéltnisse der y und eines der Verhaltnisse %, % eliminirt. Die x
erscheinen dann als rationale lineare homogene Functionen zweier der 7, deren
Coefficienten selbst algebraische Functionen einer Variabeln sind, deren Irra-
tionalitdt gegeben ist durch die Gleichungen A =0, B = 0, C = 0. Der Curve
auf F' = 0 entspricht also auf f = 0 eine aus geraden Linien gebildete Flache,
eine Regelfiiche. Die in den Gleichungen A = 0, B = 0, C' = 0 enthaltene
Irrationalitdt kann man durch Einfiihren zweier neuen Variabeln s, z auf die in
einer Gleichung (s, z) = 0 enthaltene zuriickfithren, die, wenn sie von der m'
Ordnung wird, einen Kegel m'** Ordnung, also eine Fliche m'* Ordnung mit
einem mfachen Knotenpunkte darstellt. Mit Hiilfe des unten folgenden Theo-
rems, dessen Beweis den Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes bildet, ergiebt
sich aus dieser Bemerkung der wichtige Satz, dass die einer einfachen Curve auf
F = 0 entsprechenden Regelflichen auf f = 0 das Fldchengeschlecht 0 haben.
Nimmt man noch die leicht zu beweisende Bemerkung hinzu, dass die Kegel



sich im Allgemeinen nicht eindeutig auf einer Ebene abbilden lassen, so findet
man mittelst Erweiterung durch das Princip der successiven Transformation den
Satz:

Im Falle die Functionen ¢ ldngs einer einfachen Curve von F' = 0 simmtlich
ufach verschwinden, entspricht jedem Punkte der Curve eine Curve u'®* Ord-
nung auf f = 0, die sich rational durch einen Parameter ausdriicken ldsst. Die
der Curve auf F entsprechende Fliche auf f wird durch die Bewegung dieser
verdnderlichen rationalen Curve x*** Ordnung erzeugt und hat das Geschlecht 0,
lasst sich aber im Allgemeinen nicht rational durch zwei Parameter ausdriicken.

Von den noch iibrigen Besonderheiten, welche bei Abbildungen zweier co?3
auf einander eintreten, will ich nur noch die folgenden erwdhnen. Wenn F = 0
einen Knotenpunkt enthalt und die ¢ verschwinden in diesem Punkte, so 16st
sich derselbe auf f = 0 im Allgemeinen in eine Fliche auf, deren Irrationalitét
mit derjenigen iibereinstimmt, welche die Gleichung F' = 0 in der N&he des
Knotenpunktes besitzt. Eine vielfache Curve von F' = 0, langs deren die ¢

verschwinden, 16st sich in ihrer Abbildung auf f = 0 ebenfalls in eine Fliche
auf. Bei pfachem Verschwinden der ¢ ldngs dieser Curve von F entspricht jedem
Punkte dieser vielfachen Curve eine Curve auf f = 0 (von hoherem Geschlecht
im Allgemeinen), die auf einer Fliche vom Grade p liegt, deren Coordinaten
sich rational durch zwei Parameter ausdriicken lassen. Auch eine vfache Fliche
von F' = ( 16st sich, wenn die ¢ in allen ihren Punkten verschwinden, in ihrer
Abbildung auf f = 0 in eine Fliche auf, und jedem ihrer Punkte entsprechen v
Punkte auf f, die auf einer Curve vom Geschlecht 0 liegen.

Auch hier gilt die Bemerkung, dass sich alle weiteren Félle mittelst des Prin-
cips der successiven Transformation erledigen lassen. Man fiihrt mittelst dessel-
ben alle Falle auf diejenigen des Entsprechens zwischen Flache und Punkt und
zwischen Fliache und Curve zuriick.

§ 3.

Die algebraischen Differentialausdriicke und deren Integrale.

Ich betrachte diejenigen Irrationalitdten, welche mit der Gleichung einer irre-
ductibeln co?":

f(87 21y 22y - - Z’r‘) =0,

die s als algebraische Function von r complexen Variabeln z definirt, verbun-
den sind. Zur symmetrischen Darstellung der Differentialausdriicke, welche sich
auf f = 0 beziehen, denke ich mir diese Gleichung in homogenen Variabeln
geschrieben in der Form:

flxy, zo, ... Tpy0) =0, (1)

und fiithre hier r neue unabhéngig Verdnderliche derart ein, dass hierdurch keine
weitere Irrationalitdt in die Gleichung eingeht. Man erreicht dies dadurch, dass
man als neue unabhéngig Verdnderliche r rationale Functionen, A1, Ao, ... A, von



8, 21, - 2 (identisch mit homogenen rationalen Functionen 0** Ordnung von
X1, T2, - Tpyo) einflihrt; denn diese Substitution geschieht durch Gleichungen
von der Form:

14+ M1 =0, a4+ Xoph =0, ... o+ X, =0, s=s5,

die als die Formeln einer eindeutigen Transformation aufzufassen sind, bei der
sich, mit Hiilfe von f = 0, auch die = rational durch

S, )\1, /\27 >\r

ausdriicken. Ich denke mir diese Formeln zur Definition der = als algebraische
Functionen der r complexen Variabeln A\ benutzt.

Es sei Gleichung (1) homogen von der n*" Ordnung. Man hat fiir alle
Werthe der unabhéngig Verdnderlichen A die r 4+ 1 Gleichungen:
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Hieraus folgt, dass sich die % verhalten wie die Unterdeterminanten nach den
¢; der Determinante:

C1 C2 - Cry2
1 T2 0 Tp42
8z,  Odxs . . OTryo
6)\1 8A1 a>\1
8ry  Odxzs . . OTry2|>
6)\2 8A2 6>\2
Oz Ozy . . OTpqo
Oy O Oy

und somit ist der Ausdruck

Oxs Oxy OTrq2
Y+ C1 X2 AL O T ON,

of ’
Z:Ci 81‘1

der in Bezug auf die x symmetrisch ist, unabhéngig von den ganz willkiirlichen
Grossen c.

Bezeichnet ferner © eine rationale homogene Function n —r — 2%* Ordnung
der x, so ist

. Ox3 Oy 0Ty yo
. 0 -2+ C1 T2 DAL O T ON.

of
21: ¢ 81‘1'




ein nach den A genommener Differentialausdruck, der, als homogene Function
0% Ordnung, nur noch von den Verhiltnissen der = abhéngt, daher ein alge-
braischer Differentialausdruck in Bezug auf die A, dessen Irrationalitdt jedoch
nur durch Gleichung (1) bedingt ist.

In der Theorie der Functionen einer Variabeln betrachtet man allenthalben
endliche einfache Integrale, genommen {iber Differentialausdriicke, die €2 analog
sind, und weist nach, dass bei einer ein-

deutigen Transformation die Eigenschaft der Endlichkeit erhalten bleibt. Um
hier einen dhnlichen Gang einzuschlagen und Anhaltspunkte fiir eine geeignete
Bestimmung der Function © im Zahler von 2 zu gewinnen, wollen wir einen
Blick auf die vielfachen Integrale von € werfen:

X OXz " TN, cdAid)My .. d),.

of
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Das Werthgebiet, iiber welches das rfache Integral ausgedehnt werden soll,
kann man sich dadurch festgelegt denken, dass man der Reihe nach die A fes-
tbestimmte, einfach unendliche Werthreihen durchlaufen ldsst, von constanten
Grenzen an bis zu einem Werthsysteme A, und zugleich jedem Werthsysteme
A bestimmte Werthe der = zuertheilt, wodurch dann w eine bestimmte Func-
tion der A wird, wenn innerhalb des Integrationsgebiets keine Unstetigkeiten
vorkommen. FEine Aenderung der Integrationsweise innerhalb desselben Inte-
grationsgebiets, d. h. innerhalb einer gegebenen rfach unendlichen Werthreihe
der z, kann durch Einfiithrung anderer Functionen p statt der A bewirkt wer-
den, und geschieht dann durch eine eindeutige Transformation, hat also auf die
Irrationalitét, die sich in den Werthen der Integrale w ausprégt, keinen Einfluss.
Auch in Bezug auf Unstetigkeiten verhélt sich das Integral w bei verdnderter In-
tegrationsweise, wie das Integral eines eindeutig transformirten Ausdrucks €',
den wir hier aber so bestimmen wollen, dass er ganz analoge Unstetigkeiten
besitzen soll, wie €2 selbst.

Einige einfache Betrachtungen iiber die Unstetigkeiten der vielfachen Inte-
grale ergeben nun Folgendes:

Vor Allem wird w unstetig in denjenigen Werthsystemen der A, fiir welche der
Nenner von © verschwindet. Um nur endliche Integrale zu betrachten, setzen
wir daher voraus, dass © eine ganze, homogene Function (n —r — 2)*" Ordnung
der x sei.

Dann sind die Unstetigkeiten von w auf diejenigen Stellen beschrinkt, in
denen

/@'Eicll'g 9z Ora Ot ria
w =

verschwindet. Die Punkte, in welchen

of
;Ci%_07
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ohne dass die E?Tj sammtlich einzeln verschwinden, reprisentiren zusammen das
Verzweigungsgebilde von f = 0, das hier eine co?("=1 ist.

Fir Flachen fillt dieses Gebilde mit der Curve zusammen, in welcher f =0
vom Tangentenkegel des Punktes ¢ beriihrt wird. Irgend ein rfach unendliches
Integrationsgebiet hat im Allgemeinen mit dem Verzweigungsgebilde wenigstens
eine 00" "2 gemein, so dass man gendthigt ist, iiber diese Gebilde hinweg zu
integriren. Indessen ergiebt sich, dass die Unstetigkeit der Differentialausdriicke
in den Verzweigungsgebilden bei den Integralen wegféllt.

Den Punkten, in welchen die é%i sdmmtlich verschwinden, entsprechen die
auf f = 0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Wir werden hier nur diejenige
Eigenschaft der Function © anfiihren, welche man durch einfache Betrachtun-
gen fiir die Endlichkeit der Integrale als nothwendig erkennt, und von der wir im
Folgenden allein Gebrauch zu machen haben. Wir setzen dabei voraus, dass die
vielfachen, auf f = 0 liegenden Mannigfaltigkeiten nicht selbst wieder specielle
Singularititen enthalten, die denen analog wéren, welche bei einer Flache durch
das Zusammenfallen von Tangentenebenen ldngs einer vielfachen Curve oder
durch den Uebergang eines conischen Knotenpunkts in einen planaren eintreten,
und die sich in der, fiir die Punkte in der Nédhe der betreffenden Singularitét
modificirten Gleichung f = 0 durch das Absondern von Factoren oder auch,
bei vielfachen oo?"=D auf f = 0, durch das Zusammenfallen von Factoren
ausdriicken wiirden. Diese Singularititen erfordern jedesmal ganz specielle Un-
tersuchungen. Nur der Fall, dass lings einer doppelt zu zihlenden oco?("—1)
auf f = 0 die beiden linearen Factoren, in welche f = 0 in der Néhe jedes
Punktes dieser 002("~1) zerfillt, zusammenfallen, also speciell der Fall einer
Riickkehrcurve auf einer Fliache f = 0, ist hier noch mit beriicksichtigt.

Die Bedingung, dass die Integrale, genommen iiber allgemeine Integrations-
gebiete, die durch Werthsysteme von vielfachen co?® hindurchgehen, nicht un-
endlich werden sollen, erfordert, dass © lings jeder ufach zihlenden co?” auf
f =0 (#—7+ h)mal verschwinde, d. h. diese co?" selbst als eine ( — 7+ h)mal
zédhlende besitze. Fiir u+ h < r hat © keiner Bedingung zu gentigen.

Eine eingehende Untersuchung des Verhaltens der vielfachen Integrale in
allen hier moglichen Féllen in Bezug auf ihre Unstetigkeiten, sowie die noch
weitergehende Untersuchung in Bezug auf ihre Werthe bei verschiedenen Inte-
grationsgebieten, liegt unserm eigentlichen Gegenstande viel zu fern, als dass
wir sie hier fithren kénnten. Beildufig bemerke ich, dass schon die Doppelinte-
grale die Eigenschaft haben, bei stetig verdnderten Integrationsgebieten zwis-
chen denselben Grenzen im Allgemeinen sich stetig andernde Werthe zu geben™®.

*) Diese Untersuchungen fiihren unter andern interessanten Resultaten auch
auf die Erweiterung des ABEL’schen Theorems fiir vielfache Integrale, die schon
JACOBI nach verschiedenen, an mehreren Orten zerstreuten Bemerkungen fiir
speciellere Fille gekannt hat. Dasselbe spricht sich fiir unsere Differentialaus-
driicke, in denen O eine ganze Function ist, folgendermassen aus:
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»,Die Summe

. Oxz Oxy 3137‘+2
0-X+ C1 T2 DAL ONs T ON,

of ’
;Q 8581

ausgedehnt iiber die n - mi;my ... m, Schnittpunkte von f = 0 mit

>

o1+ M@ =0, w2t Xy =0, ... @+ Al =0,

welche einem gegebenen Werthsysteme der A entsprechen, ist gleich Null.”

In speciellen Féllen, in denen f mit einigen der ¢ hohere Mannigfaltigkeiten
gemein hat, reducirt sich natiirlich die Anzahl der Glieder dieser Summe bedeu-
tend.

Man beweist dieses Theorem entweder durch Betrachtungen, die den von
RIEMANN iiber das einfache ABEL’sche Theorem angestellten analog sind, oder
rein algebraisch, indem man Zahler und Nenner des Ausdrucks 2 mit der De-
terminante

Btk faler + M@z (0r + A )rsa,

wo die k; Constanten und (¢ + A¢'); = aa,—i + /\g—f;, multiplicirt und auf das
Product den von JACOBI herriihrenden, von CLEBSCH in Crelle’s Journal Bd. 63,
p- 228 bewiesenen Satz anwendet.

Fiir die nicht homogene Form f(s, 21, z3, ... @) = 0 lautet der Satz:

,Die Summe:
Q
254
ds

wo @ eine ganze Function (n —r — 2)*" Ordnung der s und z, A die Function-
aldeterminante der x nach den A, ist, wenn ausgedehnt iiber die n-mimsy ... m,
Schnittpunkte von f = 0 mit den ¢; + A}, welche einem gegebenen Werthsys-
teme der A entsprechen, gleich Null.“

Die Gesammtheit der so entstehenden, den verschiedenen Werthen von ©
entsprechenden Gleichungen bildet ein simultanes System partieller Differential-
gleichungen r**" Ordnung mit r unabhingigen Variabeln, das eine particuldre
algebraische Integration zulésst.

§ 4.

Die eindeutigen Transformationen.

Wir benutzen die vorstehenden Betrachtungen dazu, die Differentialausdriicke

. Ox3 Oy Oy yo
_ O -Ytcixo v vt v

of
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zu normiren. Wir legen der Function © die Eigenschaften bei, erstens,

eine ganze Function (n —r —2)'*" Ordnung zu sein, und zweitens, jede pufach
zihlende 0o?” auf f = 0 selbst als eine (u — r + h)fach zihlende oo?” zu
besitzen. Dabei sollen die in dem vorhergehenden §. fiir die Singularitdten
der vielfachen co?” angenommenen Voraussetzungen gelten. Wenn © diesen
Forderungen geméss bestimmt ist, so nennen wir der Kiirze wegen das zuge-
horige Q einen fir f = 0 normirten Ausdruck €.

Die Anzahl p der fiir f = 0 normirten Ausdriicke 2 ist eine endliche und
gleich der Anzahl von Coefficienten, die in © noch unbestimmt bleiben, wenn
O den obigen Bedingungen geniigt, ndmlich gleich der Anzahl solcher speciellen
Functionen ©’, aus denen sich das allgemeinste, den Bedingungen gentigende ©
linear zusammensetzt. Giebt es keine Mannigfaltigkeiten © mit den geforderten
Eigenschaften, so ist die Anzahl p = 0 zu setzen.

Um unsern Zweck zu erreichen, eine charakteristische Zahl fiir die Irrational-
itdt, die mit der Gleichung f = 0 verbunden ist, aufzustellen, werden wir die
fiir f = 0 normirten Ausdriicke 2 in andere Ausdriicke eindeutig transformiren,
die sich auf eine neue Gleichung F(y) = 0 beziehen, welche f(z) = 0 eindeutig
entspricht. Es seien die rationalen Transformationsformeln:

ri=pi(y), (=1,2,...1+2),

in denen die ¢ ganze Functionen der s*® Ordnung. Durch diese Formeln geht
f(z) =0 uber in:
M- F(y) =0,

wobei sich ein Factor M nach § 1 absondern muss. Durch die gleiche Trans-
formation wird sodann der fir f = 0 normirte Ausdruck €2 iibergehen in einen
Ausdruck Q':

©-D Dtkiy oy  Oyrsz

Q:Q/ OX1 O O\,
or ’
b or, Ors D
D:E:tﬂ ﬂ. Tr+2

ayl . Byz a 6y7-+2’
0
k‘h = E C; aih

Auf den Werth von Q' bleiben die Grossen kj, ganz ohne Einfluss, und diese
lassen sich daher als willkiirliche Constanten, als die Coordinaten eines beliebi-
gen Punktes, betrachten.

Der neue Ausdruck " hat ganz die Form von Q. Wir werden nun nachweisen,
dass, wenn das Entsprechen von f(x) =0 und F(y) = 0 ein eindeutiges ist, der
Zahler ©D von ', der eine ganze Function

der y ist, durch die gemeinschaftlichen Werthsysteme von M = 0 mit F' =0

ebenso oft als M selbst hindurchgeht, woraus dann zu schliessen ist, dass %

13



mit Hilfe von F = 0 zu einer ganzen Function gemacht werden kann; wir
eD

werden ferner zeigen, dass diese ganze Function 57 in den vielfach zu zéhlenden
Mannigfaltigkeiten von F = 0 diejenigen Eigenschaften besitzt, welche Q' zu
einem fiir £ = 0 normirten Ausdrucke 2 machen. Bei eindeutigem Entsprechen
kann man daher aus jedem fiir f = 0 normirten Ausdrucke ) einen solchen in
Bezug auf F' = 0, und umgekehrt, ableiten, und die Anzahl p dieser Ausdriicke
ist folglich dieselbe in Bezug auf beide Gleichungen. Da sich diese Zahl p aus dem
Grade und den Singularitdten jeder Gleichung zusammensetzen lésst, so kann
man sie als eine fiir die Irrationalitdt dieser Gleichung charakteristische Zahl
aufstellen; ihre Gleichheit bei zwei 2rfach unendlichen Mannigfaltigkeiten ist
eine nothwendige Bedingung fiir die Moglichkeit des eindeutigen Entsprechens
derselben.

Die erwéhnten Beweise werde ich hier fiir drei unabhéngige Variable fiithren,
aber in einer Form, die sich direct erweitern ldsst und die Beweise allgemein
giiltig macht. Ich schicke einige Hiilfssétze iiber das Verhalten der Substitu-
tionsdeterminante D, die ich im Folgenden anzuwenden habe, voraus.

§ 5.

Untersuchung der Determinante der Substitution.

Durch die Transformationsformeln

xz:@i(ylay%y& Y4, 11/5)» (221, 2; 5)7

wo die ¢ von der s** Ordnung, werde f(z1, x2, ... z5) = 0in F(y1, y2, ... y5) =
0 ibergefithrt. Wir werden das Verhalten der Substitutionsdeterminante der
Reihe nach in den Féllen untersuchen, in denen einer niedrigeren Mannig-
faltigkeit auf f = 0 eine hohere auf F' = 0, und umgekehrt, entspricht. Dabei
konnen wir uns wieder auf die einfachsten Arten der Transformation beschrianken,
indem sich die ibrigen Félle auf diese mittelst des Princips der successiven
Transformation zurtickfithren lassen.

1. Wenn einem Punkte auf f eine Flache auf F' entspricht, so kann man die
Transformationsformeln in die Form setzen:

or1 = A1
0Ty = A -1y
0r3 = A -3
0Ty = A1y
0T5 = Ps5.

Die Determinante

8¢1 ) ( 3¢4 0A ) s
D=x+ (A2 + . )
( oy wl En BTN Oys) 0ys

verschwindet im dritten Grade lings des Schnittes von A = 0 mit F' = 0.
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2. Wenn einem Punkte auf f eine Curve auf F' entspricht, so werden die

Transformationsformeln: )

o1 = Ay + By

ory = Atpy + By

or3 = Atz + By

ory = Atpy + B

0T5 = 5.
Die Transformationsdeterminante D verschwindet hier im zweiten Grade in dem
Schnitt von A =0, B=0, FF =0.

3. Wenn einer Curve auf f eine Flache auf F' entspricht, so kann man in der
Néhe jedes Punktes dieser Flidche den Transformationsformeln die Gestalt 2.
geben, und D verschwindet daher ebenfalls zweimal langs der auf F' liegenden
Flache.

In den umgekehrten Fallen verschwinden die 5 Functionen ¢;, jedoch, wie
wir annehmen, nicht sémmtlich in hoherm, als dem ersten Grade.

Es seien die Elemente von D bezeichnet mit ¢, = gﬁz und die Unter-
determinanten von D seien D;, = %. Wir gehen aus von der identischen
Gleichung;:

D-yx=5-> Dnr-¢n, ()
h

durch Differentiation nach y,, wo ¢ von A verschieden, ergiebt sich:

oD oD
'y,\ZSZ{ 8yh/\ "Ph"‘DhA"Phu};
m

0y, -
da aber identisch:
Z Do, =0,
h
so folgt:
oD 0D
8y# A - 8y# h ( )

4. Die Functionen ¢ sollen einen Punkt gemein haben. In diesem Punkte
verschwinden nach («) und (8) die Determinante D und ihre ersten Differen-
tialquotienten, d. h. in einem gemeinsamen Schnittpunkte der ¢ verschwindet
D zweifach.

Fine weitere Differentiation nach y,,, wo v von y und X verschieden, ergiebt:

82D 6Dh)\ aQDh)\
A A Yr=Ss “Phy + S *Ph- 0
9y 0y, zh: Yy —~ Y0y )
Aber aus der identischen Gleichung Z Dprpny = 0 folgt die wiederum identis-
h
che Gleichung:
0D a@hu }
*Phy + Dy - = 0, 0
2 { e Wy ©)

h
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daher: o2 5 o2
D Ohv Dy ,
'yA:—SE Dpy - +$§ P v
ay,uayu N I ay,u N ayuayu ( )

5. Die Functionen ¢ sollen eine Curve gemein haben. In diesem Falle kann
man immer in jedem Punkte dieser Curve einen Parameter g so bestimmen,
dass nicht nur:

gpi:s~Z<pik~yk:O, (i=1,2,...5),
k
sondern auch in diesem Punkte:

ngik~%:0, (i=1,2,...5).
k aq

Aus dem System dieser Gleichungen folgt sogleich, dass in diesem Punkte die
saimmtlichen ersten Unterdeterminanten D,; von D verschwinden. Daher ver-
schwinden auch nach (') die zweiten Differentialquotienten von D, d. h. ldngs
einer den ¢ gemeinsamen Curve verschwindet die Determinante D dreifach.

Aus (v) folgt durch weitere Differentiation nach y,, wo m von A, u, v ver-
schieden:

2D 9*Dpn ODpy  Opny O Dp
Yx = Z

—_— . . v . . (p
Y0y Oy 7~ 1 0Y,0yx T By Oye  0yu0nOys
82Dh)\
+ ayuayy : gphﬂ'} .
Die identische Gleichung (§) giebt aber:
9%Dy, ODpx  Opny | 0Dy Opny &y
Z{ BA | oy + Ok Pho | ODmx OPhw \ p 0P }:0
n ayu Oy ay,u OYx O0Yr &Uu 6?/# Y

Benutzt man die Beziehung, die aus dieser durch Vertauschung von v und =«
hervorgeht, so wird die vorhergehende Gleichung;:

0y, 0y, Oy, 09,0, 0y oh Yr  Oyu
_ ODpx Oppx  ODpx  Opnx D %0,

0y, Yy oy 0y, ha 0Y,,0Yr

h

(€)
6. Die Functionen ¢ sollen eine Fldiche gemein haben. Nach 5. ist ¢} =
0, Dpy = 0. Ferner kann man hier in jedem Punkte der Fliache immer zwei
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Parameter ¢, r so bestimmen, dass zugleich:

pi=5> Qinye =0,
k
Ok _
;%‘kaiq =0,

3yk_
Z‘Pikﬁ =0,
k
(i=1,2,...5),

woraus folgt, dass die simmtlichen ersten und zweiten Unterdeterminanten D,y
und gf—;’“ von D verschwinden. Da
m

0D;y, B 0Dy, aSDAu
ay?r - Z 8‘)0)\;L ayﬂ' ’

so folgt auch, dass sémmtliche % verschwinden. Nach (g) verschwinden also

auch die dritten Differentialquotie;lten von D; d. h. langs einer den ¢ gemein-
samen Fléche verschwindet die Determinante D vierfach.

Hat man vier Functionen ¢ von gleichem Grade, welche Fldchen bedeuten,
so bezeichnet man die Functionaldeterminante dieser vier Functionen als die
JacoBIsche Fléche der ¢, und die Sétze 4. und 5. bedeuten hier:

,In einem gemeinsamen Schnittpunkte der Flichen ¢; = 0 hat dio® Ja-
COBI’sche Fliache derselben einen Doppelpunkt. Haben diese vier Flichen gle-
ichen Grads eine Curve gemein, so ist diese Curve zugleich eine dreifache Curve
der JacoBI’schen Flache

§ 6.

Untersuchung der transformirten Ausdriicke (2.

Eine Untersuchung der Ausdriicke €’ ist nur fiir diejenigen Punkte anzustellen,
in denen M oder in denen die F”(yp,) sémmtlich verschwinden. Fiir diese Punkte
hat man die Gleichungen:

of  Ox

M F () =0=2 == gy (h=1.20)

Mittelst dieser Gleichungen kann man schon in den einfacheren Féllen, in denen
niedrigeren Mannigfaltigkeiten auf f héhere auf F' entsprechen, zeigen, dass der
Zahler © - D in Q' durch die M und
F gemeinschaftlichen Werthsysteme wenigstens ebenso oft als M hindurchgeht.
1. Einem einfachen Punkte auf f entspreche eine Fliche auf F'. Nach den
Transformationsformeln § 5. 1. wird sich M hier wie A, die Determinante D wie

3 Editorial note: Original reads: dio; presumably die intended.
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A3 verhalten. % muss also langs der Flache zweimal verschwinden, und ebenso
. Diesen Umstand werden wir noch weiterhin zu benutzen haben.

2. Einem Doppelpunkt auf f entspreche eine Flache auf F. Nach § 5. 1.
verhilt sich M wie A%, D wie A%, d. h. £ verschwindet einmal lings der
Flache.

3. Einem hohern Knotenpunkte auf f entspreche eine Fliache auf F. Man
hat hier, wie schon bei 2.:

o _o O,

= = . =0.
0x1 ’ 0xo ’ Oxs

© verschwindet dabei, wenn der Knotenpunkt ein ufacher ist, (u — 3)mal, M
verhélt sich wie A*, D wie A%. ©D verschwindet also ebenso oft wie M.

4. Einer einfachen Curve auf f entspreche eine Flache auf F. Nach § 5. 3.
verschwindet D zweimal, wihrend M einmal verschwinden kann, also D jeden-
falls einmal mehr als M, lings der Fliche, welchen Umstand wir ebenfalls noch
zu benutzen haben werden.

5. Einer pufachen Curve auf f entspreche eine Fliache auf F. Hier verschwindet
O (p — 2)mal, D zweimal, M kann pmal verschwinden, also ©D ebenso oft als
M.

6. Einer pfachen Flache entspreche eine Flache auf F'. Da die é% (1 —1)mal
verschwinden, muss nach der obigen Gleichung auch M (u—1)mal verschwinden;
aber © verschwindet hier ebenso oft als M.

Die Untersuchungen der umgekehrten Fille, in denen die ¢ sdmmtlich ein-
fach, also die 8% und ebenso die M F'(yy) (n — 1)fach verschwinden, erfordert
eine niahere Betrachtung der Abbildungen der auf f = 0 liegenden vielfachen
Mannigfaltigkeiten. Ich werde hierbei, mit den entsprechenden Erweiterungen,
den Weg verfolgen, der von CLEBSCH und GORDAN, ABEL’sche Functionen,
§ 16., fiir Curven und von CLEBSCH, diese Zeitschrift, Bd. I, p. 270, fir die
Abbildung der Doppelcurven rationaler Flachen eingeschlagen worden ist.

Wenn y und y’ zwei Werthsysteme sind, denen ein Werthsystem der x
entspricht, so hat man, um die Abbildung der auf f = 0 liegenden vielfachen
Mannigfaltigkeiten zu finden, aus den Bedingungen:

{soz'(y) =pi(y')

Fy')=0 .

die ¢’ zu eliminiren. Um nicht auf identische Gleichungen zu kommen, l4sst man
den Punkt 2’ = ¢(y’) sich zundchst dem Punkt x nur annihern, indem man

zp=0i(y') = @ily) +ezi (2)

setzt, und eliminirt aus (2) und F(y’) die y’. Wenn man noch in der Resultante
dieser Gleichungen e gegen Null convergiren ldsst, schreibt sich dieselbe in der
Form:

0=R==z1f"(¢1) + 22f (p2) + - + 25 (5). (3)
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Das Schnittsystem von R = 0, F'(y) = 0 héngt noch von den ganz willkiirlichen
Grossen z ab, die durch die Art der Elimination (2) eingehen und in einem
unwesentlichen Factor herauszuschaffen sind. Die Gleichungen (2) werden nun
noch erfiillt, wenn sich die 3’ von den y nur um gewisse Grossen von der Ordnung
€ unterscheiden, wenn man also setzt:

Y =y + e,

und wenn zugleich die y einer weitern von den z abhéngigen Gleichung geniigen,
die sich durch Elimination aus den Gleichungen ergiebt, in die jetzt die (2)

iibergehen:
0p; Op;
oily) oy 20
oy 0ys
or + +6F =0
8y1 771 ay5n5_ )
namlich:
1), e1y2), .. @i(ys), =
S=0=| - L . (4)
os(y1), ws(y2), o w5(Ys), 25
F'(y1), F'(y2), ... F'(ys), 0

So lange die Coefficienten der z keinen gemeinschaftlichen Factor haben, werden
die auf f = 0 liegenden vielfachen Gebilde durch die Gleichungen:

abgebildet. Da hier jedoch im Allgemeinen auch auf f = 0 Fundamental-Punkte
und -Curven liegen, so wird S in Factoren zerfallen, von denen einige nicht in
R enthalten sein miissen. Wir haben hier diese Falle genauer zu discutiren.

R = 0 geht, nach dem Ausdrucke (3), (u — 1)mal durch die Abbildung
jeder pfach zdhlenden, auf f = 0 liegenden Mannigfaltigkeit hindurch. Um das
entsprechende Verhalten von S zu finden, kénnte

4 man die Coefficienten der z in (4) auf dem némlichen Wege untersuchen,
wie die Determinante D in § 5. behandelt wurde. Wir kénnen indess auch aus
dem Verhalten von D auf das von S schliessen. Man hat ndmlich, da die z;
beliebige Grossen sind:

R _ f' (1)
S X Eh(yr) ... ph(ya)F (ys)

und gleich den analogen Quotienten. Aus den Gleichungen:

MF (yp) = Zf’(w) “;i(yn)

4 Editorial note: The running header of this page in the original print is misnumbered 213.
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folgt aber, dass diese Quotienten auch gleich %, also:

R M

S D’
D verschwindet ldngs einer Fliache auf F, welche einem einfachen und einem
Doppelpunkte auf f entspricht, resp. zweimal und einmal mehr als M, und
langs einer Fliache, welche einer einfachen Curve auf f entspricht, einmal mehr
als M. Die entsprechenden Factoren, welche auch in S enthalten sein miissen,
sind nicht in R enthalten. Mit Hiilfe der am Anfang dieses § fiir % erhaltenen
Resultate sieht man tiberhaupt, dass, wenn einem Punkte oder einer Curve auf
f eine Fliche auf F' entspricht, S den entsprechenden Factor resp. zweimal oder
einmal enthélt. Wir sondern nun von S diejenigen Factoren doppelt ab, welche
einfachen Punkten auf f, und diejenigen einfach ab, welche Doppelpunkten und
einfachen Fundamentalcurven auf f entsprechen, und bezeichnen den Rest mit
S’. Dieses S’ ist in R mit Hiilfe von F = 0 theilbar. £ geht noch (1 — 1)fach
durch die Abbildung der ufachen Fliche, (u — 2)fach durch die einer ufachen
Curve, und (u—3)fach durch die eines pfachen Punktes hindurch. Die Function
O geht nun genau ebenso oft durch diese gemeinschaftlichen Werthsysteme von
% und F' hindurch, folglich, da % = %, auch ebenso oft wie %, wo D' aus D
gerade so entsteht, wie S’ aus S.

Hiermit ist bewiesen, dass © durch alle Punkte, in denen die ganze Func-
tion % verschwindet, ebenso oft als %, also wenigstens ebenso oft als % hin-
durchgeht.

7. Wir koénnen jetzt mit wenigen Worten alle die Falle erledigen, in de-
nen héheren Mannigfaltigkeiten auf f niedrigere auf F' entsprechen. Hier ver-
schwinden die simmtlichen x einfach, daher ©, als Function der (n — 5)*»
Ordnung, im Allgemeinen (n — 5)mal. Aber nach dem eben bewiesenen Satze
tritt hier, vermoge der auf f =0

liegenden singuldren Mannigfaltigkeiten, der besondere Umstand ein, dass
O in den einfachen Fundamentalgebilden von F' = 0 in ebenso hoher Ordnung
als 22 also in hoherer Ordnung, als der (n — 5)*" verschwindet. So in einem
Punkte, der einer Flache auf f entspricht, (n — 3)mal, in einer einfachen Fun-
damentalcurve (n — 4)mal, und ebenso oft in einem Doppelpunkte, der einer
Fléche auf f = 0 entspricht (da hier M (n — 2)mal, D zweimal verschwindet).
Man sieht, dass, wenn sich zwei Flachen eindeutig entsprechen, die Ausdriicke 2
lings derjenigen Mannigfaltigkeiten auf der einen Fléche, welche einfachen Fun-
damentalgebilden der andern Fliche entsprechen, immer solche Singularitdten
zeigen miissen, wie sie unter 1. und 4. dieses § erwéhnt sind.

8. Wenn auf F ein ufacher Knotenpunkt entsteht, werden die M F’(y;,) Null
in der (n — 1)*" Ordnung, also M in der (n — u)*" Ordnung. D verschwindet
nach § 5. 4. zweifach; © verschwindet (n — 5)fach, also 82 (u — 3)fach. Wenn
auf F eine pufache Curve entsteht, findet man ebenso mit Hiilfe von § 5. 5., dass
%—? (1 — 2)fach verschwindet, und wenn eine pfache Fliche entsteht, mit Hiilfe
von § 5. 6., dass S2 (p — 1)fach verschwindet.

Strenge genommen, haben wir sub 1. bis 7. nur nachgewiesen, dass ©D
durch das ganze Schnittsystem von M = 0, F' = 0 hindurchgeht, und es miisste
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noch der in der Curven- und Flachentheorie fortwiahrend gebrauchte Satz dar-
gethan werden, dass ©D sich deshalb nothwendiger Weise in die Form setzen
lasst:

©OD=A-M+B-F.
Es seien ©D, M, F Functionen der s und z, F' vom Grade m. Man kann nun

M immer mit einem solchen Factor A multipliciren, dass aus M - A mit Hiilfe
von F' = 0 alles s verschwindet, und hat dann:

MA=®+p-F,

wo ® nur noch eine Function der x. Dividirt man nun A - ©D durch F, so lasst
sich der Rest auf die (m — 1)* Potenz in Bezug auf s erniedrigen, also:

@D'A:V'F+¢15m_l—|—(b2-Sm_2+...+(bm’

wo die ® Functionen der x. Fiir jedes Werthsystem der x, das ® zu Null macht,
lassen sich m Wurzeln fiir s angeben, fiir welche auch F verschwindet. Fiir alle
diese Werthsysteme verschwindet aber auch M oder A, also ©D - A\, daher auch
der Ausdruck:

G154 Dys™ 24 4 D,

Da nun dieser Ausdruck nur fiir (m—1) Wurzeln zu 0 werden kénnte, miissen
alle ®; entweder identisch verschwinden, oder ® zum Factor haben, und man
hat die Darstellung:

OD - AN=vF + o0 = (v —ou)F + o)\ M,

oder:

OD = oM + -F.

vV — oK
A
Da ©D eine ganze Function ist, so muss, wenn F' und A keinen gemeinschaftlichen
Factor haben, X in v — gu theilbar sein. Ein gemeinschaftlicher Factor von A und
F konnte nach der Gleichung M\ = ® 4+ pF nur von den x abhéngig sein, ein
Fall, der durch eine vorhergehende lineare Transformation immer zu vermeiden

ist. Die verlangte Darstellung ist somit fiir jeden Fall bewiesen.

§ 7.
Das Geschlecht der algebraischen Gebilde.

Die bisher gefiihrten Untersuchungen liefern den Beweis, dass den fir f = 0
normirten Ausdriicken Q bei eindeutiger Transformation wieder fir F' = 0
normirte Ausdriicke entsprechen, und dass also deren Anzahl p die gleiche
ist. Um das Gesammtgebiet der hier behandelten Fille zu iibersehen, braucht
man nur wieder successive Transformationen auf die speciell betrachteten Falle
anzuwenden, um zu dem Resultate zu kommen, dass alle Gleichungen, die

002" mit vielfachen co?” ausdriicken, welche nicht selbst wieder solche specielle
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Singularitdten besitzen, wie sie in § 3. bezeichnet sind, in die Betrachtung
eingeschlossen sind. Wir bezeichnen die Zahl p als das Geschlecht der 00?7,
f =0, und haben, um das ganze Gebiet der algebraischen Gleichungen mit den
eben erwdhnten Beschriankungen nach dieser Zahl p in Classen einzutheilen, in
diesem Umfange das folgende Theorem bewiesen:

Das Geschlecht p der 00?", f = 0, ist gleich der Anzahl der in einer co?” vom
Grade n —r — 2, © = 0, noch unbestimmt bleibenden Constanten, wenn © = 0
gezwungen wird, durch jede pfache auf f = 0 liegende oo®" (u — r + h)fach
hindurchzugehen. Fiir p + h < r hat © keiner Bedingung zu geniigen. Die
Zahl p hat die Eigenschaft, fiir zwei co?", f = 0 und F = 0, welche sich im
Allgemeinen Punkt fiir Punkt eindeutig entsprechen, die gleiche zu sein, so dass
p die Classenzahl ist fiir die Classe, zu der f = 0 und F = 0 gehoren. Die
Gleichheit der Zahl p ist das nothwendige Kriterium fiir die Moglichkeit

einer eindeutigen rationalen Transformation zweier co?” in einander.

Die Frage nach den weiteren und hinreichenden Bedingungen des eindeutigen
Entsprechens, die ich schon in meiner oben citirten Notiz behandelt habe, muss
ferneren Untersuchungen vorbehalten bleiben.

Gottingen, den 16. August 1869.
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