
Analyse mathématique. — Sur les intégrales de
différentielles totales algébriques. Note de M. E. Pi-
card, présentée par M. Hermite.
«Considérons une relation algébrique entre trois variables x, y, z. Nous effec-
tuons sur x, y, z une substitution homographique arbitraire, et soit, en désignant
les variables par les mêmes lettres,

f(x, y, z) = 0 (1)

la nouvelle équation obtenue, f étant un polynôme de degré m. Cette équation
définira une fonction algébrique z de x et y. J’envisage l’intégrale de différentielle
totale ∫ x, y

x0, y0

P dx+Qdy,

P et Q étant des fonctions rationnelles de x, y, z et la condition d’intégrabilité
étant satisfaite.

»Parmi de telles intégrales, en nombre illimité, en existe-t-il qui restent finies
pour toute valeur finie ou infinie des variables indépendantes x et y? C’est
ce que nous allons chercher. En supposant que la surface (1) ne possède que
des singularités ordinaires, c’est-à-dire qu’elle n’a que des points doubles isolés,
dont le cône des tangentes ne se réduit pas à deux plans et, en outre, des
courbes doubles, les deux plans tangents en tout point de la courbe double étant
distincts. On reconnaîtra que, si une telle intégrale existe, elle est nécessairement
de la forme ∫ (x, y, z)

(x0, y0, z0)

B dx−Ady

f ′
z(x, y, z)

, (2)

A et B étant des polynômes de degré m − 2 en x, y, z pris simultanément; de
plus, B est seulement de degré m− 3 en x et z, et A de degré m− 3 en y et z.
On doit pouvoir, en outre, trouver un troisième polynôme C, d’ordre m− 2 en
x, y, z et de degré m−3 en x et y. Les polynômes A, B, C satisfont à l’identité

A
∂f

∂x
+B

∂f

∂y
+ C

∂f

∂z
=

(
∂A

∂x
+

∂B

∂y
+

∂C

∂z

)
f(x, y, z). (3)

»Les conditions nécessaires que nous venons d’indiquer sont suffisantes, en
ajoutant toutefois que, dans le cas où il y a une courbe double, les surfaces

A = 0, B = 0, C = 0

passent par la courbe double.
»Dans ces conditions, l’intégrale (2) aura une valeur finie et déterminée

pour tout point simple de la surface situé à distance finie; elle aura une valeur
indéterminée, mais finie, pour tout point double isolé de la surface, et il en sera
de même pour les points à l’infini.
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»On peut substituer à la relation (3) une relation plus symétrique. La forme
rendue homogène f(x, y, z, t), de degré m, devra être telle que l’on puisse trouver
trois polynômes θ1, θ2, θ3, θ4 d’ordre m− 3, satisfaisant à la relation

θ1
∂f

∂x
+ θ2

∂f

∂y
+ θ3

∂f

∂z
+ θ4

∂f

∂t
= 0,

et l’on doit avoir entre ces polynômes la relation

∂θ1
∂x

+
∂θ2
∂y

+
∂θ3
∂z

+
∂θ4
∂t

= 0.

»D’après les théorèmes précédents, on saura reconnaître, étant donnée une
relation algébrique entre trois variables, s’il existe ou non des intégrales corre-
spondantes de première espèce, en désignant ainsi, par analogie, les intégrales
qui restent toujours finies. Il n’en est pas ici comme dans le cas des courbes
algébriques; la surface la plus générale de degré m ne possède pas d’intégrales
de première espèce.

»Nous considérerons comme indépendantes deux intégrales de première es-
pèce quand elles ne seront pas fonctions l’une de l’autre. Les surfaces du second
et du troisième ordre, étant unicursales, ne posséderont pas d’intégrales de pre-
mière espèce; c’est dans les surfaces du quatrième degré que l’on rencontre les
premières surfaces avec de telles intégrales, et une surface du quatrième degré
ne peut posséder plus d’une intégrale.

»Si les coordonnées d’un point d’une surface s’expriment par des fonctions
abéliennes de deux paramètres u et v, et cela de telle manière qu’à un point
quelconque de la surface ne corresponde qu’un seul système de valeurs de u et v
(abstraction faite de multiples des périodes), la surface possédera deux intégrales
indépendantes de première espèce, et deux seulement.

»Remarquons, en passant, que, comme il est bien connu, les coordonnées
d’un point de la surface de Kummer s’expriment par des fonctions abéliennes
de deux paramètres u et v, mais les remarques précédentes ne s’y appliquent
pas, car l’on reconnaît aisément que, dans ce cas, à un point quelconque de la
surface correspondent deux systèmes de valeurs de u et v.

»Les résultats précédents permettent de reconnaître, étant donnée une sur-
face

f(x, y, z) = 0,

si l’on peut exprimer x, y et z par des fonctions abéliennes de deux paramètres, et
de la manière indiquée plus haut. Il devra exister deux intégrales indépendantes
de première espèce, et deux seulement; on pourra les former; désignons-les par∫

P dx+Qdy et
∫

P1 dx+Q1 dy;

on aura alors à étudier le système des deux équations

P dx+Qdy = du,

P1 dx+Q1 dy = dv,
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et nous montrons comment on pourra reconnaître si l’on peut satisfaire à ces
équations par des fonctions uniformes x et y de u et v; s’il en est ainsi, x, y et
z seront des fonctions abéliennes de ces deux paramètres.»
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